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Med lite matematik kan man férstd en hel del om olika sporter.

Man kan ocksa kontrollera hur vettiga olika spel pa sportresultat dr.

Det visar sig att i flera sporter gémmer sig en triangel av heltal, som ér néira beslédktad med
Pascals triangel. Lat oss kalla den Pascals summatriangel.

Denna artikel handlar inte om tennis, men dr en fortsdttning pa ”En tennisgata” av samma
férfattare fran Ndmnaren nr 4, 2019. Det mesta i denna artikel kan undersékas av elever i
grundskolans senare del och gymnasieskolan.

Skillnader mellan sporter

Poangrakning och utkorandet av en vinnare sker pa helt olika satt i olika sporter.

| fotboll, handboll och ishockey vinner det lag som gor flest mal, och man spelar en
begransad tid. Ingen vet i forvag hur manga mal det blir.

| konstakning och simhopp far man poang av domare efter utford tidsbegransad prestation.
| skidakning, simning, 16pning och manga sporter ska man fullfélja nagot pa sa kort tid som
mojligt.

Men i manga andra sporter vinner den som vunnit ett givet antal bollar. Nar det skett ar en
match slut. | dessa sporter finns ingen tidsbegransning. Enskilda bollar kan ta mycket lang
tid.

Exempel pa sadana sporter ar bordtennis och squash. Har vinner man ett set ndr man har 11
poang. | tennis kravs 4 podng (15, 30, 40 och en till) fér att vinna ett gem. | badminton &r det
forst till 21 bollar som vinner ett set. | alla dessa fyra racketsporter maste man vinna ett set
med minst tva poang. Vid 11-10 i bordtennis &r setet inte slut.

Det maste inte vara bollar som ska vinnas. | snooker (en form av biljard) bestar en match av
att vinna t.ex. 10 bord, eller “frames” som man sager pa engelska. Den som forst har vunnit
10 frames (till exempel) ar vinnare. Har behover inte differensen till motstandaren vara
minst 2. Nar det star 9-9 borjar matchens absolut sista “frame”.

Att rakna baklanges

For att undersdka detta tanker jag rakna baklanges. Lat oss tanka oss att A och B spelar — vi
tittar pa matchen A-B. Jag tanker rdkna antalet bollar som dr kvar till vinst.

Sa om det star 1-2 sa menas med det att A vinner setet om A vinner en boll till, men B
behover vinna 2 bollar. Siffrorna anger hur manga bollar man saknar, som man behdver
vinna ytterligare. Om det i snooker star 9-9 och man gar till 10, sd ar det 1-1 med denna
bakldngesnotation. Bada spelarna behover bara ett frame till.

Med den notationen spelar det ingen roll vilket antal man behdver for att vinna. Inte heller
vilken sport det handlar om. Det ar ocksa betydligt lattare att rakna.

Lat oss halla oss till snookerfallet till att borja med, som ar nagot enklare. Vi anvander ett
enkelt grundantagande, baserat pa att A och B ar jamna spelare/lag, och att vi inte vet nagot



om psykologi eller speciella forhallanden. Da ar det naturligt att anta att vid varje boll/frame
ar det 50% chans att A vinner, och féljaktligen 50% chans att B vinner den/det.

Sa nar det star 1-1 ar da sannolikheten % att vinna fér bade A och B.

Nar det star 1-2 ar da sannolikheten % att A vinner, och % att B vinner. En motivering for det
ar att om A vinner nésta boll sa har A vunnit — da ar sannolikheten 1 att A vinner. Om A
forlorar &r det 1-1 och A har 50% chans till. Vi far da sannolikheten

1.0.5+0.5-0.5=0.75.

Vad vi gjorde har ar en allméan princip. Nar det star m-n (ex: 5-3) ar de tva féljande
mojligheterna (m-1)-n och m-(n-1) (ex: 4-3 och 5-2). Inget annat kan handa. Bada har
sannolikhet 0.5. Vi kan berakna sannolikheten p(m,n) att A vinner nar det star m-n fran
dessa tva fall:

p(m,n) = p(m-1,n)-0.5 + p(m,n-1)-0.5.
Detta samband
p(m.n) = (p(m-1,n) + p(m,n-1))/2

ar ju valdigt likt Pascals triangel, dar man ska addera de tva talen ovanfor! Enda skillnaden ar
att man i vart fall ska dela med 2 ocksa (bilda ett medelvarde). Pa nasta rad far man alltid en
faktor 2 till i namnaren.

Men I3t oss skippa dessa halvor och fjardedelar ett tag, vi tar med dem senare. Fran 1/2, %
och % som vi har hittills far vi da 1 i toppen, och darefter 3 och 1 i ndsta rad.

Pascals triangel kan man fa genom att starta med en serie med bara nollor och en etta, och
sedan lagga till summorna i mellanrummen:

000010000
ger

000010000
00011000

och i nasta steg

000010000
00011000
000121000

Och nasta

000010000
00011000
000121000
00133100.



Tar man bort nollorna har vi Pascals beromda triangel, som innehaller alla binomialtal (dven
kallade lite otympligt “binomialkoefficienter”). Andra raden i Pascals triangel ar1 1, menvi i
vart nya fall fick vi ju 3 1.

S& var tavlingssituation beskrivs inte av Pascals triangel. Anda dr det samma summaregel
som géller: addera de tva ovanstaende. Hur kan det da bli annorlunda? Jo, skillnaden &r
startvardena. | vart fall ska vi faktiskt starta med en serie av manga ettor, foljt av bara nollor!
Det ar skillnaden! Inte bara en etta, som foér Pascals triangel.

Lat oss testa det. Summera pa samma satt, men startamed 111110000 stéllet. Det ger

111110000
22221000

444431000
88874100

Tredje raden har ari alla fall ratt med vad vi fatt tidigare: 3 och 1! Om detta stammer far vi
fran denna tabell att sannolikheterna att A vinner vid 1-3 ar 7/8, vid 2-2 4r 4/8 och 3-1 &r
1/8. Har tog jag med halvorna igen, eftersom vi gick over till sannolikheter.

Det ar mycket latt att fortsatta triangeln pa Pascals satt — genom att summera de tva
ovanstaende:

8 7 4 10
16 1511 5 1 O
323126 16 6 1 O

Denna triangel av heltal kallar jag Pascals summatriangel. Darfor den bestar av summor fran
Pascals triangel, som vi strax ska se. Jag tanker mig har konventionen att fortsattningen pa
en rad till hoger respektive till vanster far man genom att kopiera det sista elementet hur
manga ganger som man behover.

Talen i triangelns vansterkant anger dven namnaren vi ska dividera med for att fa

sannolikheterna. Vi kan illustrera situationen med en graf, som anger podngstallning och
sannolikhet i varje ruta. Pilarna anger till vilka tva rutor en boll kan leda till.

. A 4\ 1-1 —/" . B
vinner 1/2 vinner
1-2 / \ 2-1

3/4 1/4
1-3 2-2 3-1
7/8 4/8 1/8
1-4 23 | "~ 32 41
15/16 11/16 5/16 1/16
15 ™~ 24 ~J 33 |7 a2 | I
6/32 26/32 16/32 6/32 6/32




Men hur vet vi att allt detta kommer franraden11110000?

Jo, vi kan ga baklanges.

Vi rdknade ju ut toppen, som var % och sedan % och %. Som gav oss 1 och efter det 3 och 1.
Lat oss lagga till nollor till hoger, sa kan man fraga sig vad x, y och z nedan bér vara om vi
foljer samma regel att summera de tva Ovre talen.

xyO
z10
310

Vifary + 0 =1 med den vanliga regeln, sa y=1.

Vifarocksaz+1=3,sdz=2.

Harnast farvix+1 =2, som ger x = 1.

Vi kan fortsatta pa detta satt, eftersom sannolikheten att A vinner vid 1-3 ar 7/8, vid 1-4 ar
15/16, osv. Genom att fortsatta sa kan man nysta upp raden 1111000 0 Gverst.

Pascals triangel och Pascals summatriangel

Men hur dr talen i denna triangel relaterade till binomialtalen?

Det ar ett enkelt samband. Svaret ar att var och ett av dem ar summan av binomialtal. Man
kan konstruera denna triangel direkt fran Pascals triangel genom att ersatta ett tal pa en viss
plats med summan av talet och alla andra tal pa samma rad till hdger om det.

Rad tre i Pascals triangel ar 12 1 och gerda 4 3 1.

Radfyradar1331ochger8741.

Om vi nu tar med halvor och fjardedelar ocksa, sa ger detta en formel for sannolikheten for
A att vinna vid stadllningen m-n:

_ ol-m-nymin-1(M+n—1
p(m,n) = 2t-m-n gt (M 1T,

Men hur kan vi bevisa att vi far summor av binomialtal? Det kan goras formellt med
induktionsbevis, men jag tanker anvanda ett mer geometriskt satt. Ett varde i Pascals
triangel talar namligen om nagot konkret geometriskt om triangeln. Vardet pa en viss plats
ar faktiskt antalet olika vagar som finns fran 1:an i toppen av triangeln till den platsen! Det
maste vara kortaste vag: det handlar om hur manga kortaste vagar det finns, raknat i antal
steg.

Till varje 1:a pa kanten finns bara en vag. Mycket riktigt.

Till varje varde i en rad intill ettorna, till exempel till en 4:a, kan man svanga in till den raden
pa 4 olika stallen. Det ger 4 vagar.

Fran talet 6 finns det exakt 6 olika vagar till topp-1:an som anvander ett minimalt antal steg.
Lat oss visa detta generellt. | detta resonemang behover vi att exempelvis (;) = 0. Namligen
att (Z) = 0 om k < 0 eller k > n. Definitionen av binomialtal ar ju hur manga satt man kan
valja en grupp av k personer om det finns n personer att valja pa. Och de finns exakt 0 satt
att valja tre personer ur en grupp av tva.

Lat oss iterera sambandet



(n)_1<n—1)+1<n—1)

k) T \k-1 k )

Har jag har skrivit ut 1:or. Varfor? Jo de anger antalet satt att ga fran (Z) till var och en av de
andra. Det finns ju bara ett satt till (Zj), och ett satt till (”;1). Satt nu in

(=2 =22+ (o)
(e )=G2D+ (%)

och

Det ger
n n—1 n—1 n—2 n—2 n—2

(k):<k—1)+< k ):1<k—2)+2<k—1)+1< k )
Nu har vi gatt tva steg uppat fran (Z), som gav koefficienter 1 2 1. Tvaan i mitten betyder att
vi har anvint tva kopior av talet (Z:i) for att berdkna (Z) Det betyder ocksa att det finns
exakt tva satt att ga fran (Z:i) till (Z) Vid nésta steg blir koefficienterna 1 3 3 1, svarande
mot antal vagar till de fyra platserna.
Sa koefficienterna som upptrader till binomialtalen ar ocksa binomialtal!
De noterar ocksa antalet vagar. Nar man till slut hamnar pa forsta raden, ar alla koefficienter
som bekant noll, utom en enda. Den enda ar 1, och har faktor (Z) Detta kan tolkas att topp-
1:an bidrar (:) ganger till vardet som star pa denna plats, som svarar mot varje mojlig vag
man kan ga dit.

Men om vi nu har med alla ettor till vinster om topp-1:an ocksa, sa far vi med dven de
binomialtalen i summan. Klart!

Racketsporter

Om man som i racketsporterna kraver en skillnad pa minst tva for att vinna férsvinner rutan
1-1. Dessutom blir 2-1 till 3-1 och 1-2 blir till 1-3. Det beror pa att om en spelare vid 2-2
vinner en boll sa kommer motstandaren samtidigt en boll langre fran att vinna. Fran 2-2 blir
det 1-3 eller 3-1. Inte 1-2 eller 2-1.

A B
vinner vinner
1-3 31
3/4 | wa e
1-4 2-2 | 41 |
7/8 4/8 | 1/8 |
1-5 23 "~ 32 TN s
15/16 11/16 5/16 1/16
1-6 24 ~ 33 |7 a2 |7 ~J e
6/32 26/32 16/32 6/32 6/32

Pa samma satt: fran 2-3 blir det antingen 1-4 (inte 1-3) eller 2-2. Man kan i figuren rdkna
antalet rutor fran 1-4 till "B vinner” féljande pilarna — det ar mycket riktigt 4 steg.




Detta ger samma triangel som tidigare, men poangstallningarna som svarar mot vardena pa
triangelns kanter ar inte samma som i det forra fallet.

Matematik, verkligheten och eleverna

Det ar naturligtvis intressant att jamfora dessa sannolikheter med data fran olika sporter.
Det kan vara en intressant uppgift for sportintresserade elever. Att férklara systematiska
avvikelser kan saga en del om sporten. Bade sadana som ar allmanna for en sport, och vissa
spelares speciella avvikelser. Och det ar forstas moijligt att genomfora samma analys med en
annan vinstsannolikhet for spelare A mot B an 50%.

Jag har tyvarr inga referenser for ”Pascals summatriangel”. Jag inte hittat denna triangel i
nagon publikation. Men en fantastisk bok om diskret matematik, med ett langt kapitel om
enbart binomialtal, ar Concrete Mathematics av Knuth, Patashnik och Graham. Har berdknas
manga olika summor av binomialtal till explicita formler. Forfattarna noterar dock att fér en
delsumma, som den som den som dok upp i denna artikel, finns ingen explicit formel.
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