Periodiska systemet for matematiska funktioner

hur fungerar det?

Hakan Lennerstad

Inledning

En relativt liten grupp matematiska funktioner dyker upp pa olika sétt i alla mojliga samman-
hang dér matematik anvédnds. Det ar bra att kdnna till denna grupp av funktioner vil, och
vilka egenskaper de har.

Syftet med det periodiska systemet for matematiska funktioner ar att sammanstélla
egenskaperna for de vanligaste funktionerna sa lattillgédngligt som mgjligt. Och gora det
mdjligt att jamfora dessa egenskaper med grafernas form, och med andra funktioner.

Allt for att lara kéinna dem. Systemet innehaller enormt mycket fakta, i en enda stor affisch.

Affischen innehéller 116 funktioner, varav ca 40 forekommer mycket ofta. De viktigaste
hittar man vanligen i systemets vinstra sida. De andra forekommer ibland och é&r relaterade
till dessa, ddrmed beskriver dven de viktigaste indirekt. I olika sammanhang dir matematik
anviands méter man summor av funktionerna, produkter av dem, kvoter av dem,
sammanséttningar av dem, faltningar av dem, men de tar alltid med sig sina karaktdristiska
egenskaper. De ir lika eviga och oférdnderliga som grunddmnena i Dmitrij Mendelevs
berdmda periodiska system, som han presenterade 1869.

Varje funktion har en egen ruta. I den rutan finns information om just den funktionens
egenskaper. Hér finns dess namn och graf synliga pa framtrddande sitt. Och varje egenskap
som funktionen har ar noterad i rutan med en sérskild symbol — varje egenskap har en
sdrskild symbol. Varje symbol har dessutom en sérskild plats i rutan, s& om det dr tomt pa
den platsen har funktionen inte denna egenskap.

Allt som finns i rutan beskriver funktionen — det dr en grundprincip. En del av detta dr linjer
till andra funktioner som startar eller slutar i rutan, ndmligen vilka andra funktioner den &r
relaterad till.

I 6vre delen av rutan star globala egenskaper — de som inte endast giller en enskild punkt.
Ett exempel pa det dr en jimn funktion, som &r oférdndrad om man speglar den i y-axeln. Ett
annat dr om den &r 16sning till en differentialekvation.

I nedre delen finns lokala egenskaper — funktionsegenskaper i enskilda punkter.
Ett exempel pd det dr om funktionen skir x-axeln i en punkt: funktionen har ett nollstélle i
den punkten.

Dessutom finns sju olika relationer mellan funktioner markerade, som ér pilar eller linjer
mellan respektive rutor. Varje relation har en sérskild farg. Mer om det nedan!
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Familjer och egenskaper

For att fa battre overblick dr funktionerna organiserade i tretton familjer. De enklaste
funktionerna &r kanske 1 och x. Om de adderas med reella koefficienter, t.ex. k och m, sa
bildar de alla rita linjer genom kx + m-1. Légger vi till en term med x? sé far vi med alla
parabler. Detta ir starten pa den forsta familjen, de Naturlig potenserna: 1, x, x2, x3, x4, ...
Vilka egenskaper har de?
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Uppenbart har alla naturliga potenser nollstdllen nir x = 0, utom den forsta funktionen, som
ar konstant lika med 1. Varannan, x2, x*, x%, har ett minimum i x = 0, och de andra x, x3, x°
har en inflektionspunkt dir. De jimna potenserna &r jdmna funktioner (symmetriska i y-
axeln), de udda &r udda funktioner (symmetriska i spegling i origo, eller rotation 180° runt
origo). De jdmna dr dessutom konvexa, medan de udda varken ér konvexa eller konkava. De
udda ar diaremot alla strdngt vixande, medan ingen av dem ar strdngt avtagande.

De egenskaper som é&r skrivna kursivt ovan dr markerade for alla funktioner i systemet, om de
har respektive egenskap. Inte bara for de Naturliga potenserna.

Dessa funktioner har alla definitionsmdngd R (reella talen). De jimna har virdemdngd x <0
medan de udda har virdeméngd R. De dr 16sningar till (mycket triviala) /injdra
differentialekvationer, exempelvis dr y = x? ar 16sning till y”"’= 0. Funktioner i andra familjer
ar 1osningar till mindre triviala differentialekvationer.

Nista familj 4r de Negativa Heltalspotenserna: x!, x2, x3, x4, ...



De har ndgra egenskaper som ingen av de Naturliga potenserna har. Exempelvis ér x =0 en
singuldr punkt for dem alla. Det dr ocksa s att alla utom x*! har ndgon konvergent
generaliserad integral, markerat med en rosa yta. Ett exempel pa det ar integralen av x2 fran
1 till oo, som &r konvergent med vérdet 1, trots att integrationsintervallet dr odndligt 14ngt
(darfor kallas den generaliserad). De har ocksa asymptoter, x =0 och y = 0, som kan
beskrivas som “tangenter till kurvan odndligt 1angt frdn origo”. De ér en sorts lokala
egenskaper i punkterna x = —o0 och x = co. De udda negativa heltalspotenserna ér injektiva
(ett-ett) utan att vara vdxande eller avtagande.

De tva ndsta familjerna, nummer tre och fyra, dr Singuléra rotter, x dér a &r rationellt och
positivt men inte ett heltal, och Icke-singulira rétter: x®. Ett exempel ér tredjeroten x'/3 som i
origo kontinuerlig med en inflexionspunkt men samtidigt lodrit lutning: odefinierad derivata
1 punkten.

Kuben x* och tredjeroten x'/3 r forstds varandras inverser, vilket markeras med en bl linje
mellan dem. Inverssamband &r bla linjer. Men hur ir det med kvadraten x? och roten x!?? Det
dr ett storre problem, for x? dr ju inte inverterbar.

Men dess restriktion till positiva reella axeln ér inverterbar. Méngden positiva reella tal
betecknas R+. Det ger oss hir en ofullstindig relation, en streckad linje, dir den begransade
definitionsmangden ar angiven vid pilens borjan. For denna restriktion, dvs for x* med
definitionsmangden R, dr x!2 verkligen invers. Och inversen till x!2 dr denna funktion.
Derivatan av x ar 1, s det dr en lila pil fran x till 1. Derivatan av x? dr 2x, inte x. Hér har vi
en annan ofullsténdig relation: vi behdver komplettera med den konstanta faktorn 2 for att
derivatan ska vara rétt. Darfor dr det en streckad lila pil fran x? till x med faktorn 2 vid pilens
slut. Sa pa det séttet far vi rétt faktor &nda.

T Familj nummer 5 &r Logaritmfunktionerna. De tre

ln | x| V | viktigaste logaritmerna, med bas 10, 2 och e, 4r med. De
: =4 4r dilat av varandra, dvs sammanpressning/utdragning i
;/lt sidled.
ollo ¢ Det finns en stark lénk fran denna familj till Familj 2, de
Negativa heltalspotenserna, genom att derivatan av In |x|
ar 1/x. Funktionen x(In |x| -1) har derivata In |x| och dr
ocksd med dirfor. Aven nista steg pa denna kedja, som #r
x*(In |x| -3/2). Ovriga funktioner i denna familj, funktioner
som domineras av en logaritm, &r relaterade till andra
familjer (Familj 7 och 11) genom invers eller derivata.
Funktionerna In x och In |x| &r béda speciella och viktiga —
den ena invers till e*, den andra primitiv funktion till 1/x. De har ganska olika globala
egenskaper: Inx dr konkav och stringt vixande, som In[x| inte dr. Den ar ddremot en jimn
funktion.
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Inverserna till 1g x, log> x och Inx leder till 10%, 2* och e*, som &r starten pa Familjen 6,
Exponentialfunktioner. Den avtagande e™ dr sd vanligt forekommande, t.ex. som 16sning till
differentialekvationer, att den ocksa ar med.

Relationen mellan Inx och e* foreslar samband mellan en funktion och dess invers: om den
ena dr konkav, dr den andra konvex? Om den ena ar vixande, dr den andra ocksa vixande?
Det ér ett litet exempel pa@ hur denna sammanstéllning, detta periodiska system, latt vicker
matematiska fragor att undersoka.

Hos Exponentialfunktionerna finns ocksa funktionerna e/, e=* * och d(x), dar den
sistnimnda beskriver normalférdelningen.

Familj 8, de Hyperboliska funktionerna, dr pa flera sitt ett mellanting mellan
exponentialfunktioner och nistféljande familj, som bestdr av trigonometriska funktioner.
De mest kdnda hyperboliska funktionerna dr sinh x och cosh x, som &r varandras derivata.
Funktionen sech x (= 1/cosh x) dr en av fyra funktioner i detta periodiska system som har en
generaliserad integral fran —oo till .o med vérdet n. Deras inverser aterfinns i Familj 5,
Logaritmfunktioner.
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Naésta familj, Familj 8, dr de Begrdnsade trigonometriska funktionerna. De har en egenskap
som ingen funktion har i familj 1-7: de dr periodiska. Detta anges med att funktionens period
star pa den plats dir pilen for vixande/avtagande annars finns. Det kan man gora eftersom en
funktion kan inte vara bade periodisk och vixande/avtagande.

Flera av dessa funktioner ar translat, dilat eller derivator av varandra. Tillsammans med
funktionen 1 bildar de grunden for Fourierserier, ddr man kan skriva (nistan) vilken periodisk
funktion som helst som en linjairkombination av dem. De viktiga funktionerna cos?x och sin*x

. o sinx
ar ocksa med, samt —

Familj 9 ér de Singuldra trigonometriska funktionerna, trigonometriska funktioner som har
singulédra punkter. De dr ocksa periodiska.

Familj 10 dr trigonometriska inverser, som inte &r periodiska, men inverser bara till en hel
eller halv period av funktioner i de tvd foregaende familjerna. De har ockséd kopplingar till
nésta familj, Familj 11: Speciella rotter och rationella funktioner. Ett viktigt exempel pa det
dr arctanx, som dr primitiv funktion till 1/(x? + 1) frdn Familj 11. En mérkligt isolerad
medlem i Familj 11 &r halvcirkeln v1 — x2, som endast &r relaterad till 1/v1 — x2? — vilken i
sin tur dr derivata till arcsin x. Ett udda exemplar i Familj 10 dr arccot x, invers till en
restriktion till cot x, vanligen definierad sa att arccot x dr diskontinuerlig! En invers till
intervallet (0, ) for cot x dr ddremot kontinuerlig.
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Familj 11 innehéller manga anvindbara funktioner som inte naturligt hor hemma i andra
familjer. En sédan ar |x| = vVx2 som alltsd 4r en sorts kvadratrot. En annan ér I1(x), s&
bendmnd for dess graf liknar bokstaven I1. Sa nédr som en faktor « &r [1(x) Fouriertranform
till Si%, ibland bendmnd sinc x. Det &r en funktion i Familj 8 som spelar stor roll i
signalbehandling.

Familj 12 dr kausala funktioner, som alla dr O for negativa x. Detta gor att manga
symmetriegenskaper faller. En viktig kausal funktion &r stegfunktionen 6(x), som dr 1 om x
ar positiv. Denna funktion ar inte deriverbar, den dr inte ens kontinuerlig, men har dndé
”derivata” (med citationstecken) 1 ”funktionen” d(x), som dr den ledande funktionen i den
sista familjen, Familj 13.
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Familj 13, Impulsfunktioner, &r inte funktioner i vanlig mening, utan s.k. generaliserade
funktioner (kallas ibland “distributioner”). De &r varianter av en s.k. impulsfunktion 3(x).
Denna ir noll for alla x utom x = 0 da den &r oo, dock pa ett sddant sétt att varje integral av
funktionen som innehaller x = 0 har vérdet 1. Detta krav gor att 5(x) inte dr en funktion i
strikt mening.

Den generaliserade funktionen 6(x) kan konstrueras exempelvis med funktionen

filx) =e™™ ’ /N2, som ir positiv och har area 1. Om denna funktion pressas ihop i sidled
till f;(x), man kan tdnka sig bredd €, och dras ut uppét pa sé sétt att arean alltid ar 1, s& ger
detta 6(x) nir bredden € gér mot noll (och samtidigt h6jden mot oo, s& arean hela tiden ar 1).
Om samma procedur gors med f,'(x) s& ger det “derivatan” 8’(x) och pé analogt sitt kan man
fa ”andraderivatan” &"’(x). I Familj 12 och 13 finns en linje av deriveringar &t vinster som
startar 1 O(x)x2, vinder i 0(x) och 8(x), och fortsitter &t hoger i impulsfunktionernas derivator.

Béde 5(x) och 6'(x) dr mycket anvéndbara 1 manga tillimpningar: 3(x) for punktmassor och
d’(x) for dipoler, men dven i signalbehandling for att hantera elektroniska signaler. Deras
Fourier- och Laplacetransformer aterfinns i Familj 1, de Naturliga potenserna, och med dem
ar vi tillbaka 1 periodiska systemets forsta familj!

Egenskaper
Hiér &r de lokala egenskaperna med sina symboler och geometrisk beskrivning, om det finns
en kort saddan:



Lokala egenskaper
O nollstille — skdrning med x-axeln

== impulsiv singularitet, ordn. 1 — punktmassa

— lokalt minimum — ldgsta punkt i sénka == impulsiv singularitet, ordn. 2 — dipol
~ lokalt maximum — hdgsta punkt pa kulle == impulsiv singularitet, ordn. 3

« inflektionspunkt — byte hoger/vinstersving == impulsiv singularitet, ordn. 4

~ begr. diskont. /> men kontinuerlig f~ == impulsiv singularitet, ordn. 5

~w obegr. diskont. /" men kontinuerlig f/~ n heltal

w begr. diskont. /> men kontinuerlig f—hoérn k& icke-negativt heltal

~n obegrdnsad f’ men kontinuerlig /'— brant e litet positivt tal

«n begransad diskontinuitet — sprang

0 Konvergent generaliserad integral -

wi obegransad diskontinuitet — grafen utanfor ~ yta med dndlig area men oédndlig utstrackning

alla fonster

Asymptot - tangent i odndligheten

Och motsvarande for de globala egenskaperna:

Globala egenskaper (x,< x,)

( kontinuerlig ~ flx) » x,déd x > x,
0 konvex  flex +sx,) < f(x ) +sf(x,)
I konkav  fltx +sx,) > tf(x )+sfix,)

¢ udda (—x) =fx)
g jamn J=x) = fix)
~ stringt vixande fx) <Afx,)
~ stringt avtagande fix) > fx)
= vixande fx) < flx,)
“«avtagande Sx) = fix)
= injektiv.  flx,) = flx,) = x, =x,
= surjektiv pd R AD,)=R

p periodisk, period p  flx+np) =f(x)
uppét begransad y < b (nagot b)
nedat begransad y>a (nagot a)
begransad a <y <b (nagot a och b)

— sammanhéngande

— sammanhéngande, inga hogersviangar

— sammanhdngande, inga vénstersvingar

— oforandrad vid rotation ett halvt varv runt mittpunkten
— symmetrisk kring den vertikala mittlinjen

— uppforsbacke at hoger, ingen plata

— nedforsbacke at hoger, ingen plata

— uppforsbacke at hoger, platé kan finnas

— nedforsbacke at hoger, plata kan finnas

— varje horisontell linje har hogst en skidrning med kurvan
— varje horisontell linje har minst en skidrning med kurvan
— ett stycke av ldngd p upprepas stindigt

— hela kurvan dr nedanfor en viss hojd

— hela kurvan dr ovanfor en viss hojd

— hela kurvan dr mellan tva nivaer

Det finns ett antal samband mellan dessa egenskaper:

w far en funktion

=|'féir inverterbar pd V, | @m

|/ ér tva ganger
L deriverbar

| Jdr uppdt begrdnsad |

¢ far begrdnsad

I far nedat begrdnsad I

1. Uteslutande: e, <> e,, ingen funktion har bdde egenskaperna e, och e,. Al’ldliga St
2. Néstan uteslutande: e, <-» e,, ingen funktion har bide egenskaperna e, och e, utom

rita linjer.

3. Inkluderande: e, —> e,, varje funktion som har egenskapen e, har dven egenskapen

e,. I sddana fall dr endast egenskap e noterad.

4. Kombinerat inkluderande: e 7 e (sammanfallande pilspetsar): egenskapen e, foljer

av egenskaperna e, oche,. e,



Manga av dessa pilar dr satser som bevisas i matematiklitteraturen, som t.ex. ”Om f(x) &r
injektiv sa dr f(x) inverterbar.” eller ”Om f(x) &r konvex har den ingen inflexionspunkt.”

Relationer

Héar sammanfattar vi relationerna.

Om en funktion dr derivatan av en annan sa ar det en lila pil frdn den andra till den forsta.
Fouriertransform markeras med orange pil och Laplacetranform med gron pil.

De 6vriga fyra relationerna har inte ndgon riktning, utan det handlar om tvd funktioner som
hor ithop som ett par. De forbundna med en linje utan pil. Det géller om de &r varandras
inverser (bla linje), inverterat virde (rod linje), translat (ljusbrun linje) eller dilat (mérkbrun
linje).

En kurva &r ett translat av en annan om kurvan bara ér forflyttad utan annan forindring.

En kurva ér ett dilat av en annan om kurvan dr hoppressad eller utdragen.

Forbindelselinjen i en relation dr streckad om den &r ofullsténdig.

En invers ér ofullstindig om den géller en restriktion av funktionens definitionsméngd. D4 ér
den definitionsmidngden markerad i blatt dér linjen borjar/slutar.

Ovriga relationer #r ofullstindiga om funktionen inte har ritt konstant faktor. D4 ir den
faktor som saknas angiven i samma farg vid linjen.

Hér dr en sammanstillning.

Relation komplett inkomplett definition

Invers funktion  f{x) e————e fI(x) ®%------29 fI(f(x)=/("(x))=x
- viind i diagonalen, fran nedre vinstra hornet till vre hogra

Inverterat viirde f{x) B—————a 1/f(x) m------- ta =1/f(x)
— invertera vertikalt i linjen x = 1 eller x = -1

Derivata fx)o— f'(x) o-------t3» = ]imh_'o(f(x‘fh 1 (x))/h
— viirdet f”(x) anger hur mycket f{x) lutar i x

Laplace transform f{x) 0———> £[f](x) 0*==-=-=<3 ZfK)e"ﬂt) dt

— viirdet #[f](x) anger hur mycket av "frekvensen” x som finns i funktionen £, som summa av 6(x)e™

Fourier transform f{x) F1A) =/ e™ft) dt
— virdet #[f](x) anger hur mycket av frekvensen x som finns i funktionen £, som summa av cosx + isinx

Dilat fix) B—~———— bflax), for tal a,b ¢j bada 1, ingen 0
— bflax) dr hoptryckt eller utdragen, vertikalt (5) och/eller horisontellt (@) (skalning om ab = 1)

Translat fix) @ ® fix—a)+ b, for tal a,b ¢j bada 0
— filx — a) + b dr forflyttad utan formforandring, vertikalt (b) och/eller horisontellt (@)

Om relationer

1. En relation som dr inkomplett giller for en del (restriktion) av funktionen, eller med andra konstanta fakto-
rer, dvs for ett dilat. Faktorerna b respektive a finns vid relationspilen i samma férg, om de ¢j dr 1. Aktuella
restriktionsintervall (R, = [0,20), t.ex.) dr ocksé angivna hir, vid den funktion vars restriktion det giller.

2. Om f(x) F1A(x), sa FA(x) fix) (symmetri).

3. Om f{x) = 0 for alla x < 0 (kausal) och j;; [flx)| dx < oo, s& giller att L[f](ix) = Ff](x).

4.0m fix) @—— M g(x) och g(x) @——M h(x), sé fix) @——m h(x).

5.0mf(x) @ » 2(x) och g(x) ¢ h(x), sa fix) @ o h(x).

I systemets hogerkant finns andra samband som spelar stor roll, och som i hog grad bygger pa
funktionerna i familjerna. Om man summerar funktionerna i de Naturliga potenserna ger det
geometriska serien, som har stor relevans i de mest skiftande sammanhang. Den summan ar



funktionen i begrénsat till intervallet — 1 <x < 1. Den finns med till hdger i denna rad,
tillsammans med tvd funktioner med udda respektive jamnt antal termer. I dessa tva andra
funktioner kan man se hur summan hamnar néra i, dock inte alls for tal utanfor intervallet

L1).

Samband mellan summor av funktioner i familjerna 8 och 13, begrinsade trigonometriska
funktioner och impulsfunktioner, sa kallade impulstag (uppbyggda nerifran och upp
respektive fran vénster till hdger), finns ocksé noterade.

Sammanfattning

Systemet tiacker grundldggande analys och transformteori, som &r viktig matematik for de
flesta ingenjorsutbildningar. Att allt finns i en och samma affisch ger exklusiv mgjlighet att
jamfora och diskutera, sirskilt om affischen finns i eller ndra de salar dir dessa kurser
undervisas. I denna form blir geometrisk och algebraisk forstdelse av samma fenomen i hog
grad tillgéngligt.

Denna text har bara skummat pa ytan dver alla samband som finns representerade i detta
periodiska system — som spelar stor roll i matematisk analys. Och som man anvénder varje
dag nir man gor kalkyler med dessa funktioner.



