Metatrianglar — trianglar med 6gon

Trianglar kédnner vi alla till. Vi far har en undersokning av trianglar ur ett
ovanligt perspektiv. Hall ut genom beteckningarna sa kommer nya,
intressanta resultat.

Hakan Lennerstad

man se var olika kunskaper hor hemma i forhallande till varandra.

Matematikens kultur ir fixerad vid problemlosning till den grad att
helhetsbilderna sillan blir synliga. Det gér matematiken atomistisk, fragmen-
tarisk. Matematiken behover ocksa formulera helhetsbilder, eftersom mannis-
kor, inte minst barn, girna tinker sa.

Lt oss dirfor tillata oss att undersdka trianglar pa ett lite friare sitt. Motivet
att det dr kul, stimulerande, intressant riicker. I efterhand kan man finna en ny
forstaelse for relationerna mellan ett begrepps egenskaper.

I denna artikel ir alla trianglar som ir likformiga samma triangel. Allts3,
om man foérstorar, roterar, spegelvinder eller flyttar den, s ir det fortfarande
samma triangel. Men inte om man indrar en vinkel.

Matematiken lider stor brist pd helhetsbilder. I en helhetsbild kan

Ratvinkliga trianglar ar grunden

Den ritvinkliga triangeln ir kanske geometrins allra viktigaste
figur, tillsammans med cirkeln. Fyrhorningar och flerhérningar
undersdks ofta genom att de delas in i trianglar. Trianglar som
inte ir ritvinkliga undersdks genom att man drar en hojd, som
ger tvé ritvinkliga. Det ger tva fall av Pythagoras sats. S ir sinus-
och cosinus-satserna hirledda. Men sen ir det stopp: vi kan inte
forenkla ytterligare. De riitvinkliga 4r grunden. Pythagoras sats,
kind lingt fore Pythagoras, ir fortfarande kiind. Och fortfarande
sann. Och fortfarande anvindbar. Och fortfarande viktig! Den
anviinds stindigt di man ska bestimma avstindet mellan tva
punkter i ett koordinatsystem, nir man riknar med trigonome-
triska funktioner, och i abstrakta linjira rum. Det ir inte manga
vetenskaper som har resultat som giller si linge. Vetenskapers
halveringstid brukar vara betydligt kortare.

Vinkelperspektiv

Men it oss aterviinda till trianglarna. En triangel har tre vinklar ("tri angel”),
13t oss kalladem A, B och C, diir A iir den minsta, B ir mellanvinkeln och C den
storsta. Vi kan byta C mot 180 -A- B. Om vi gor det si bestims varje triangel av
A och B, enbart. Bara tva tal, A och B.
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Hur stor kan den minsta vinkeln vara?

Den kan forstds inte vara mindre in O grader, hir har vi en griins nedat.
Men uppat? Blir A for stor ir den inte lingre minst. Griinsen uppét gar nir
man krymper de tva storre vinklarna s mycket som majligt, tills alla tre dr lika
stora. Den liksidiga triangeln gor dirfor den minsta vinkeln sd stor den kan bli:

60°. Vihar O < A <60°.

Hur stor kan mellanvinkeln vara?

Kan mellanvinkeln B vara nira 0? Ja, hur nira som helst. Det finns extrema tri-
anglar dir bida de minsta ir nira noll, och den storsta di maste vara nira 180°
—en mycket platt triangel.

Hur stor kan B vara, som stdrst? Den ir som storst om den ir
lika stor som den stdrsta, och den minsta 4r nira 0. D3 har vien
mycket smal triangel. Denna triangel ir tviirt avhuggen, for bade

| BochCirnira90° Alltsa:0<B <90,

Hupr stor/liten kan den stérsta vinkeln vara?

Den storsta vinkeln C iir som minst 60°, niir alla tre dr lika, och som hogst 180°,
nir de andra tva ir niistan noll. S4 60° = C < 180°.

Hirnist fortsitter vi att titta nirmare pa hur stora och smé trianglarna i en
vinkel kan vara. Men nu i par.

Den forsta metatriangeln: de tva minsta A och B

L3t oss utgd frdn A och B och anvinda C=180- A —B. Hir kommer det som

ir nytt. Kan vi rita upp en figur som innehiller alla tillitna A och B, de tva

minsta vinklarna, med A pé x-axeln och B pa y-axeln? En figur som i s fall

har en punkt for varje mojligt virde pa A, B och C, alltsé varje

mojlig triangel. Lt oss se vad det skulle bli. Vilka begrins-

ningar har vi pd A och B? A ir minst, si A = B giller, till

att borja med. En begriinsning ir alltsd linjen A = B, r6d

i bilden hir intill. En annan begrinsning éir B < C, for C

dr storst. Sitter vinuin C =180 — A - Biolikheten B <

Cfar vi detta villkor enbart i A och B. Lite kalkyl ger

A + 2B =180. Vi ska alltsa vara pa riitt sida av linjen

A + 2B =180, bla hir intill. Den tredje begrins-

ningen ir A > 0, si linjen A = 0 ir en tredje

begrinsning. Vi fir tre rita linjer. D3 borde

mingden av alla méjliga vinklar A och B, som

ir en triangels tva minsta vinklar, bilda... en

triangel. Ritar vi ut linjerna A = B och A

+ 2B =180 s far vi triangeln hir intill.

Vi har fitt en figur dir varje triangel

kan placeras ut i form av en punkt, 13

sddana ir utsatta i figuren. Figuren

' " ' ' { : av trianglar visar sig bli en triangel,
0 20 40 60 80 som vi d kallar en metatriangel!
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Nira origo pd A =Birbade A och Bniranoll, sa dd méaste C varanira 180. Foljer
man linjen A =B uppit dkar A och B, och C minskar. Slutpunkten har vi nir
A =B=C,dideir60alla tre. I denna punkt finns den liksidiga triangeln.

Vid det tredje, dvre hornet ir A niiranoll,och B=C. D4 iir baide B och Cnira
90.Foljer vi denna kant nedat ékar A, medan B=C minskar, tills vi dirifrdn nar
A =B=C=60, den liksidiga triangeln.

P4 denstreckade sidan dir A =0, 53 hiir har vi urartade trianglar. P4 den nedre
kanten A = B har vi alltsd likbenta trianglar diir den tredje sidan ir lingre in de
tva som ir lika. Vi kan kalla dem "breda likbenta” trianglar. P4 den évre kanten
ir den tredje sidan kortare, hiir ir de “smala likbenta”.

En kort summering innan vi gar vidare: Varje triangel motsvarar en punkt,
och dessa punkter bildar en triangel, som vi kallar en metatriangel. Den begrin-
sasav linjerna A=0, A=Boch A +2B=180.

Var ar de ratvinkliga?

Om alla trianglar finns i denna metatriangel, var finns de ritvinkliga triang-
larna? Jo,d3ir C=90°s4 C=180- A-B gernuatt A+ B=90. Dettairenannan
rit linje uttryckt i variablerna A och B, som &r markerad med blitt i nista
figur:
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Det betyder att linjen av ritvinkliga trianglar bildar en hojd i metatriangeln.
Vid héjdens fotpunkt har vi den halva kvadraten, for det ir den enda triangel
som iir bide likbent och ritvinklig.

Hojden delar metatriangeln i tva ritvinkliga trianglar, s3 den delar triang-
larnai tva grupper. De som har en trubbig vinkel, de trubbvinkliga, ir nedanfor
hojden. De som bara har spetsiga vinklar, de spetsvinkliga, ir i den évre delen.
Dit hor den liksidiga, som finns ute i hornet. En riit vinkel dr just griinsfallet
mellan trubb- och spetsvinkliga. Den grinsen visar sig vara en hojd.
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Metatriangelns 6ga

Eftersom #ven metatriangeln ir en triangel finns den som en punkt nigon-
stans i sig sjilv. Den punkten kan vi kalla 6gat — en punkt som avspeglar hel-
heten. Metatriangelns sidlingder r 30V5, 60v2 och 90, som kan forkortas till
V5; 2V2; 3 eller approximativt 2,34; 2,83; 3. Det betyder att metatriangeln inte
ir si langt fran en liksidig triangel. Eftersom 2,83 och 3 iir niira varandra, och
2,34 iir klart mindre, hamnar 6gat niira den 6vre sidan, dir vi har de smala lik-
benta trianglarna. Se bilden nedan.
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Fortsattning pa natet

Det finns tva metatrianglar till, pA Nimnaren pa nitet finns mer om dem. Om
vi istillet for A och B utgar frin A och C far vi en annan metatriangel. Denna
triangel dr trubbig, och de ritvinkliga ir inte nigon hojd. Om vi som avslutning
utgdr fran de tva storsta vinklarna B och C far vi den tredje metatriangeln. Inte
heller hirir de ritvinkliga en hojd, men 4 andra sidan ir den tredje metatriang-
eln sjilv ritvinklig — med sidorna 1, 3, V10. Det betyder att den tredje metatri-
angelns 6ga ligger pé linjen {6r de ritvinkliga trianglarna.

De tre metatrianglarna kan pusslas ihop till en stor triangel — trippeltri-
angeln. Alla tre mots i en enda punkt, som ér den liksidiga triangelns punkt.
Trippeltriangeln visar sig vara en halv kvadrat. Den halva kvadraten finns som
punkt pa tva platser i trippeltriangeln, en i det inre och en pa utkanten, sa trip-
peltriangeln har tva 6gon. Ettinre och ett yttre.
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