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Sammanfattning

Manga studenter uppfattar matematiken som mycket fragmentariserad — man saknar ofta
helhetssammanhang. Samtidigt anser larare ofta att insikt om de dvergripande sammanhangen
ar centrala och ndgot av dmnets storsta fasc-
ination. Denna artikel ger en overskadlig be- 1
skrivning av upprepad derivering av potens- P
funktioner x“ for alla reella tal a. Det visar sig 1 )
att ett odndligt 14ngt draperi med bredd 1 och
tva losa tradar ar en traffande metafor och hel- +
hetsbild for den matematiska situationen (Figur <
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positiva heltal, respektive negativa heltal. Om a
ar positivt slutar upprepad derivering pa 0, som ¢ *
inte 4r en potensfunktion. Det dr ocksd de funk-  Inx ? 4
tioner som upptrader vid upprepad integration, <
frén integrationskonstanterna. ®

Den andra 16sa traden, for negativa heltal, ¢
hinger, via In x, samman med en annan kedja av
funktioner: L (x) = x"(In| x| —H ), dir H  &r *
den harmoniska serien med n termer. Beviset 1
presenteras som en logisk graf (Figur 2). *

Konstruktionen som leder till denna metafor
ar mycket naturlig ndr vél lamplig matematisk 3
notation dr utformad. Detta understryker den
matematiska notationens stora betydelse for vilka
matematiska idéer som framtréider.

Artikeln avslutas med en Gversikt Over metaforer i litteratur, naturvetenskap och matema-
tik. Metaforer finns dverallt i spraket, och har stor betydelse for tankens forméga att finga
idéerna bakom orden. De kan spela en emotiv (upplevelseskapande) roll, som &r karaktéristisk
i litteratur, eller en kognitiv (informationsrelaterad), som dr vanligare i naturvetenskap och
teknik.

I matematiken bor metaforer ha en viktig roll att spela, eftersom dmnets abstraktion gor
dess idéer mindre tkomliga 4n i de flesta andra amnen. Ett syfte med artikeln &r att visa att
dven 1 matematik kan metaforer kan vara kraftfulla for att inte sdga nddvéndiga for memo-
rering och for att uppfatta sammanhang. Vi berdr ocksé globala matematiska metaforer och
platonismen som en sddan.

o
v

s L R S S E SaEntE BEEERE

1). De 16sa tradarna bestér av alla x“ dar a ar Q ¢
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Figur 1 Draperi som metafor for upprepad
derivering av potensfunktioner.

Beteckningar for kedjor av upprepad derivering



Deriverar vi ett polynom fér vi ett nytt polynom av ldgre grad, speciellt géller detta funk-
tionen x". Vi dr hdr mindre intresserade av konstanterna som upptréder, sé lat oss infora en be-
teckning som &r oberoende av dem. Sig att f(x) ~ g(x) betyder att f(x) = ag(x) for ndgot tal a
som inte dr noll.

Om vi betecknar derivering med D kan vi skriva Dx’> = 5x* ndgot kortare som Dx> ~ x*.
Med detta skrivsitt behover vi inte storas av onddig information — onddig for vad vi under-
soker.

Saledes vet vi att Dx? ~ x*~ ! om a inte &r noll. Lat oss nu skriva Dx?® ~ x2~ ! dnnu kortare
som x* » x2~ !, Nu ér deriveringen inbakad i symbolen ”»”. For varje derivering minskar na-
turligtvis gradtalet med ett. Vi har alltsé kedjor som

XX oy xP e x® »xP »x® oy x % px T oy x n .
Notera att detta inte hade varit sé litt att skriva med symbolen ”~”, och dnnu svarare med
”="_V1i har givetvis pa samma sétt
L X0y x A3y x33%yy x23% )y x 134 ) X034 5y x 066y, x ~ 166y, x =266,
eller
X0 oy x3px2? nx!? »x%? oy x Ol x My x o2y

Vi fér en kedja for vilken reell exponent som helst. Varje kedja har exakt en potens i inter-
vallet [0,1), sd detta tal kan anvindas att namnge kedjorna. Ovan har vi med denna notation
0.5-, 0.34- och 0.9-kedjorna. Alla kedjor &r odndligt langa &t bdda hall, utom en: kedjan dér
alla exponenter &r positiva heltal.

Positiva heltalskedjan

Denna kedja ar

4 2

X xt ey x2 wx » 120,

ty x° = 1. Kedjan slutar pa noll — derivatan av x° dr inte x ~!. Detta dr undantaget, hér bryts
symmetrin. Vid nya deriveringar stampar vi pd samma plats, vi stannar pa 0. Den positiva hel-
talskedjan dr odndlig bara at ett hall — den ar halvoéndlig.

Observera att 0 inte 4r nagon potensfunktion (x* for nagot reellt tal a). Men 0 &r ett poly-
nom, det s.k. nollpolynomet. Det &r en ’bad boy” bland polynomen genom att det 4r det enda
polynomet som saknar gradtal. En eventuell tilldelning av ett gradtal till detta polynom kriver
undantag, det kan inte goras naturligt. Nér vi deriverar x> far vi 5x*, och nér vi deriverar 1 far
vi 0. Om vi ska folja regeln att gradtalet minskar med ett vid derivering kréver att gradtalet for
nollpolynomet &r —1. Men dé dr derivatan av det enda —1-gradspolynomet inte grad —2, utan
detsamma, —1, sa det gar inte ihop riktigt bra dnda.

Gradtalet for ett polynom dr definitionsmaéssigt potensen for en av de termer som har koef-
ficient skild frdn noll — den hogsta av dessa potenser. Men nollpolynomet har ingen koeffici-
ent skild fran noll. I litteraturen kan man se tre mojliga definitioner. Att gradtalet &r — 1, — oo,
eller inte definierat alls. Nollpolynomet forblir ett specialfall.

Vid deriveringen 1 » 0 ldmnar vi alltsa potensfunktionerna.

Om vi integrerar gar vi bakldnges i kedjorna. Men nér vi gor det fir vi varje gang med en
okdnd konstant, som vid nésta integration ger en faktor x, och nésta gang en faktor x2, osv. P&



detta vis spelar funktionerna i 0-kedjan en generell roll, ty de framtrdder vid upprepad integra-

tion av vilken funktion som helst. Till exempel (nir vi integrerar anvander vi givetvis 7« i
stéllet for »):

cosx «sinXx+C «—cos X +Cx +D «—sinx +Cx%2 +Dx +E «cos x + Cx3/6 + Dx%/2 +
Ex+F...

Detta forhdllande beror naturligtvis pé att derivering och integration &r linjér, och vi kan
alltid skriva + 0 till vilken funktion som helst. Upprepad integration ger da fran denna nolla
kedjan 0 « 1« x « X2« ...

Negativa heltalskedjan

Vi har ocksé en kedja

-3 —4 -5

PXTONX T RX T .
Ar denna ocks4 halvoindlig, eller kan den fortsittas ar viinster? Nej, den ir “helodndlig”,

men dess fortsdttning dr inte potensfunktioner. Det dr elementért att

1 2

In[x|» X" »x"“»...
for derivatan av In [x| 4r x ~!. Man kan ocksa berikna att | In|x| dx = x(In|x| — 1) + C med par-
tialintegration, och ytterligare integrationer, som ger till exempel (vi sdtter hér integrations-

konstanterna till noll)
x3(6In [x| — 11) » x*Q2In x| = 3) » x(In x| = D » In x| » x 1 » ...,

Det visar sig (se bevis nedan) att n + 1 integrationer av x ~ ! ger funktionen x"(In |x| — Hn)/n!,
dvs

D! [x%(In |x| — Ha)/n!]=x"1,

dirn=0, 1, 2, ... Har dr H, de n forsta termerna i den harmoniska serien: Hy=1+1/2 + 1/3 +
...t 1/n. Saledes dr Ho = 0. Funktionerna x"(In |x| — Hn)/n! har tydligen ett sliktskap med po-

tensfunktionerna x =1, x 72, x 73, ... pé detta sdtt — genom upprepad derivering.

Vi fick odndliga deriveringskedjor av potensfunktioner, med tva undantag. En enda ar
halvoindlig, och slutar efter potensen O (funktionen 1) med en 6gla vid funktionen 0, eftersom
derivatan av 0 &r 0. Det dr inte en potensfunktion. Den andra dr odndlig och 6vergar vid upp-
repad derivering vid potensen —1 till en annan typ av funktion, ndmligen funktionerna x"(In |x|
— Hn)/n!.

Matematisk sammanfattning

Det kan vara praktiskt med en notation for funktionerna x"(In |x| — Hy)/n!. Som en general-
isering av In|x| kan vi anvinda bokstaven L:



Definition: Ly(x) = x"(In |x| — Hn)/n!.

Med denna notation ir n i Ly(x) gradtalet for den potensfunktion x" som &r en faktor i
La(x). T.ex., Lo(x) = In|x|, Li(x) = x(In|x| — 1). Dessa funktioner har siledes foljande egenskap:

Sats: Om : Ly(x) = x"(In [x| — Ha)/n! sd giller for allan=0, 1, 2,... att D! Ly(x) =x "'

Bevis: Vi besvisar pastdendet med induktion. Vi presenterar beviset som en logisk graf (se
[2] eller [3]). I en sadan géller foljande beteckningar.

I en ruta med heldragen ram stdr (minst) ett pastaende. En heldragen pil mellan pastdenden
ar en implikation: om det forsta géller s géller d&ven det senare pastdendet. Om det finns en
pil fran ruta A till ruta C och fran ruta B till ruta C sa géller C om bdade A och B géller.

I en ruta med streckad ram finns inget pastaende, dér introduceras en beteckning. Den nya
beteckningen (eller ordet) star i fetstil. En streckad pil anger ett samband mellan beteckningar
pa sé sitt att i den senare rutan anvénds en beteckning som definieras i den forra (en s.k. kon-
struktion).

Rutor i fetstil dr forutséttning respektive slutsats i satsen. Rutor som saknar en sida ar vik-
tiga tidigare vélkdnda pastaenden eller definitioner som behdvs i beviset — de “kommer in”
utifran.

D La(x) = {D ér derivering} i Harmonisk summa med n termer:
= Dx"(In [x| — Hn)/n! = {D av produkt} ' Ho=1+"%+ ...+ 1/(n-1)+ I/n. (Ho=0)
= nx™!(In |x| — Hn)/n! + x*(1/x — 0)/n! Tt CTTTTTTTTTTTT T
={samla de tva x"!-termerna} A F--=-—-=-- A - |
= x"I(nln [x| —nH, + 1)/n! = {forkortan} [¢—1 La(x) =x(In x| - H/n! . |
= x"!(In |x| — (Hx - 1/n)/(n-1)! e 4
={harmonisk summa: Hy, = Hpn.1 + 1/n } el
=x"!(In [x| = Hn1)/(n-1)! > DLu(x) = Lo1(x) .
= Lp1(x).
- v derivera bada sidor
g D™ 1Ly(x) = D"La1(X) .
Lo(x) = Inx. induktionens

forsta steg induktionspdstaende v de dr lika med samma sak
DInx=1/x. 4% D Lo(x) = 1/x. Om D"Ln-1(x) = 1/x s& D™'Ln(x) = 1/x.

W

Forallan=0, 1, 2, ... giller
D™ Ly(x) =1/x.

Figur 2 Logisk graf for bevis av satsen.
Annorlunda uttryckt dr Ln(x) partikuldrlsning till differentialekvationen y™* = x !, Ho-

mogenlosningen till denna differentialekvation bestar av en linjdrkombination av de n forsta
funktionerna i den positiva heltalskedjan.

Metaforisk sammanfattning



I detta avsnitt beskrivs Figur 1. Upprepad derivering av potensfunktioner kan metaforiskt
ses som ett odndligt langt draperi av bredd en meter. Hojden i draperiet anger gradtalet. Varje
deriveringskedja dr en vertikal trdd som placeras i intervallet [0,1) efter vilken decimal po-
tensen har for positiva exponenter. Traden har knutar pé avstind ett fran varandra, och varje
knut representerar en potensfunktion i kedjan. Knutar i angrdnsande tradar bildar ddrmed dia-
gonallinjer med 45° lutning. Trddarna hénger lika téitt som de reella talen i [0,1). Vid deriver-
ing gar vi nedat fran en knut till nésta, vid integration uppat till nista knut.

Pa hoger sida finns det ingen kanttrdd, ty varje tradd svarar mot ett tal x: 0 <x < 1. Alla ar
odndliga uppét och nerét, utom kanttraden till vinster som ar delad i tvé delar. Fran x° = 1
lamnar dett draperien och sticker av till 0, som inte dr en potensfunktion. Hir aterkommer
man till 0 vid fornyad derivering, sd trdden gér tillbaka till nollknuten i en 6gla. Detta &r slut-
punkten for den trdd som svarar mot exponenter som dr positiva heltal. Den nedre trdden
langs till vénster svarar mot negativa heltal. Den &r odndlig, ty vid x ~! 6vergar den till funk-
tioner som inte dr potensfunktioner. Funktionerna Lo, L1, Lo, ..., “ersitter” x°, x!, x2, ...

Vid de tre deriveringarna Dx = 1, D1 =0 och DO = 0 har vi likhet, =", och inte bara > ~”.
Detta starkare samband kan representeras med att dessa tradstycken dr av kraftigare tjocklek.

Kedjor av trigonometriska funktioner och exponentialfunktioner

Kan motsvarande goras for andra typer av funktioner? Ja, om vi exempelvis deriverar de
trigonometriska funktionerna sinx och cosx far vi en sluten kedja, som i grafteori kallas en cy-
kel. Vi far kedjan

SINX » COSX » —SINX » —COSX » SinX cOS X
och vi dr tillbaka igen. Det dr en cykel av lingd 4.

Detta ér en cykel dér vi dessutom har likheter. Den-

na cykel utgdér en mycket enkel minnesregel, som

flera ganger har fatt studenter att utbrista ”Varfor sin x - sinx
har vi inte sett detta forut?”. Aven

SIN2X » c0s2X » —sin2X » —c0s2x » sin2x
ar en cykel, men inte med =", utan med ”~". Upp- TS
repad derivering av tanx och andra trigonometriska  pigur 3 Cykel som illustrerar derivering av
funktioner tycks inte ge sérskilt enkla monster. trigonometriska funktioner.

Derivering av en exponentialfunktion ax har samma egenskap som derivering av 0, ty a* »
a* just som 0 » 0. Sliktskapet mellan 0 och e* har att gora med att de bada ingér i 16sningsska-
ran till den differentialekvation som representerar att funktionen ar oféréndrad vid derivering,
nidmligen y’ =y. Den har 16sningarna y = Ce*, dir C ar en godtycklig konstant, och funktion-
en 0 svarar mot C = 0 medan e* svarar mot C = 1. For en generell exponentialfunktion har vi
ju som bekant att Da* = Ina a*, vilket betyder att Da* ~ a*.

De hyperboliska funktionerna sinhx = (e* — e ~*)/2 och coshx = (e* + e ~*)/2 kan betraktas
som ett mellanting mellan trigonometriska funktioner och exponentialfunktioner. De bildar en
cykel av ldngd 2:

sinhx » coshx » sinhx.

Oppet problem: Man kan friga sig: finns det cykler av vilken lingd som helst? Finns det
for vilket n som helst ndgon reell 16sning till D" y ~ y som inte ér 16sning till D¥ y ~ y for né-



got k <n? Man kan borja undersoka detta genom att studera specialfallet n = 3, och 16sa den
karaktiristiska ekvationen till D’ y = y.

Matematisk bakgrund

Att x ~1 4r en sd speciell potens ér ganska djupt i matematiken. Detta ér relaterat till residu-
kalkyl, som bygger pé att integration i komplexa talplanet av x?, ddr a ir ett heltal, i en sluten
kurva runt origo ger resultatet noll utom just om a =—1 (med en speciell men naturlig typ av
komplex integral). Detta ligger till grund for Cauchys formel i komplexanalys. En annan
egenskap funktionen x ~! har dr att den invers till sig sjélv. De enda potensfunktioner x* som
ar inverser till sig sjdlva dr som bekant x! (identiteten) och x ~ 1.

Resonemanget kan matematiseras genom att definiera en ekvivalensrelation mellan oind-
ligt deriverbara funktioner sé att f(x) och g(x) &r relaterade om det finns heltal i och j sa att
Dif(x) ~ Dig(x). Negativa heltal svarar hir mot integration dir alla uppkomna integrationskon-
stanter sitts till noll, och D° gér ingenting, alltsd D° f(x) = f(x). D4 utgor varje sammanhéing-
ande trdd i draperiet en ekvivalensklass. De tva halva trddarna svarande mot heltal &r tva skil-
da ekvivalensklasser.

Det dr mojligt att definiera andra sléktskap med hjélp av andra ekvivalensrelationer. En
mojlighet &r translation och dilation. Da ar f(x) och g(x) relaterade om det finns reella tal a
och b, a # 0, sd att f(x) = g( ax + b). Funktionerna cos x och sin x dr relaterade pé detta sitt,
men de &r inte relaterade med t.ex. tan x med denna ekvivalensrelation. Med en uppsittning
kanoniska ekvivalensrelationer kan nérhet i slaktskap mellan tva funktioner definieras genom
antalet ekvivalensrelationer som maste “passeras” for att ta sig fran en funktion till en annan.

Metaforer i litteratur, naturvetenskap och teknik

Metaforerna ir en stor och viktig del av spraket. Det ricker med att sla upp en ordbok for
att konstatera att varje vanligt ord pa svenska utdver sina priméra betydelser har ett antal olika
overforda betydelser. Boken Metaforernas ménster av Mall Stalhammar [9] ger en Oversiktlig
presentation av metaforernas anvindning i litteratur, ekonomi, politik, naturvetenskap och
teknik. Grundbegreppen definieras hir pa foljande sitt. En metafor ir 6verford betydelse
(trafikinfarkt”), medan en liknelse markerar jimforelsen (“trafikstockning som en hjértin-
farkt”). En metonymi foreligger om en egenskap eller foreteelse representerar nagot annat
(ta ett glas™). Ett specialfall av en metonymi dr en synekdot, dér en del av ndgot represente-
rar helheten ("fjarden &r full av segel”). En analogi ir ett system av flera samverkande meta-
forer, varfor draperiet av upprepad derivering dr kanske mera en analogi 4n en metafor. En
dod metafor har blivit s inlemmad i spriket att den inte ldngre uppfattas som en metafor.
Diarmed kan bade ”6verfora” och ”inlemma” ses som doda metaforer, om “’fora” i ursprunglig
betydelse dr flyttande av foremal, och “inlemma” syftar pa kroppens ’lemmar”, att gora till en
del av kroppen.

Aristoteles verk Om diktkonsten och retoriken dr enligt [9] metaforforskningens startpunkt.
Aristoteles ser det metaforiska upptickandet av likheter mellan skilda sammanhang som tec-
ken pé en medfodd begavning, och som det frimsta bland olika typer av uttryck.

De litterdra metaforerna har historiskt fatt mest uppmarksamhet. De dr oftast emotiva, upp-
levelseskapande, och individuella — karaktdristiska for en forfattare. I naturvetenskap och tek-
nik anvénds huvudsakligen kognitiva metaforer, vilka dr informationsrelaterade. De dr i min-
dre grad individuella, utan tvdrtom gemensamma for anvéndarna.

En modern bil bestdr av hundratusentals delar, dir varje del behover ett distinkt namn {6r
att producenterna ska kunna samverka effektivt. Vid produktion av en ny bilmodell kan inte
alla gamla namn Overforas, varfor en ofta avsevird nyproduktion av namn krivs. Detta sker



enklast pa metaforisk vig. Grundregeln for tekniska metaforer &r att de &r vanligast nér be-
hovet &r storst — nir nya maskiner ska introduceras eller nir ny kunskap ska spridas. Detta un-
derstryker metaforernas roll att géra nyheter l4ttdtkomliga for oinvigda, vilket &r en ganska
renodlat pedagogisk roll.

Likvil som metaforer dr viktiga for att levandegora och synliggéra samband, kan de leda
vilse och fel, eftersom de alltid har ett visst avstdnd till vad de primért beskriver. De kan 6ver-
tolkas, och de ger bara en viss aspekt av det beskrivna, de ger bara belysning fran en viss spe-
ciell synvinkel. Metaforer dr metaforer.

Metaforer i matematik

Metaforer finns i matematik pé alla nivéer. Den matematiska terminologin lanar regelmés-
sigt terminologi fran allménspréket, och specificerar betydelsen till en ny ndgot annorlunda
men strikt matematisk betydelse. ”Funktion” dr ett av matematikens mest fundamentala be-
grepp, definierad som ingenting annat &n en regel mellan tvd miangder som avbildar varje ele-
ment i den fOrsta pd ett element i den andra. Da maste det gélla att varje element i den forsta
avbildas pé ett enda specifikt element i den andra. Det tillater att alla element avbildas pa
samma element i den andra — en sddan funktion &r en s.k. konstant funktion. Denna matema-
tiska mening dr inte densamma som allménsprékets betydelse av ’funktion”, dock besléktad
med denna.

Exempel pa andra ord som lanats in till matematiken med liknande betydelse ar "avbild-
ning”, ’trdd”, ”spegling” och “matris”. Metaforer &r ocksa vanliga i forskningsmatematik. Hér
finns “koronasatsen”, som syftar pa solens korona, och “monstergruppen”, s kallad for sin
monstrudst komplexa struktur. I matematiska texter anvinds givetvis ocksa metaforer som in-
te dr en del av terminologin, som “’sldktskap” i texten ovan fOr en relation mellan funktioner.
En kind metafor for induktionsbevis dr fallande dominobrickor. Att en bricka faller represen-
terar att vi vet att motsvarande péstdende giller. Den ér triaffande, ty villkoren dr analoga (se
induktionsbevis i1 Figur 2):

1. Den forsta brickan maste falla (Ex.: D Lo(x) = 1/x).
2. Om ndgon faller sd ska dven nista falla (Ex.: Om D"Ly.1(x) = 1/x s& D™'Ln(x) = 1/x.).
3. Dé faller alla (Ex.: Férallan=0, 1, 2,... giller D! Ln(x) =1/x).

Metaforer i matematikdidaktik

Ordet "metafor” anvédnds i matematikdidaktik inte sa mycket som ett sétt att beskriva ord
och sprék, utan mera som ett arbetssétt for att erdvra forstielse av dmnet. Detta géller drape-
riet i denna artikel. Metaforer finns pé skilda matematiska nivaer. Ménga texter om metaforer
och matematik handlar om undervisnings- eller upptédckarsituationen, med metaforer som -
ventyr”, ”spel”, “pussel”, och beskriver egentligen inte matematiken alls. I [8] beskrivs olika
modeller av matematiskt larande 1 metaforisk form. De metaforer som anvénds hér, ’ldrande-
som-tillignande” och ”larande-som-deltagande”, bestidms till en del av matematikdmnets spe-
cifika egenskaper. I [7] diskuteras exempel i aritmetik, algebra och analys. Slutsatsen &r hér
att analogi och metafor &r lika centrala for att uttrycka matematisk mening som de ar for att
uttrycka mening i naturligt sprak. I boken Math is Language Too [10] beskrivs de matema-
tiska metaforer barn skapar i sina berittelser om matematiken. Héar handlar metaforerna om
specifika matematiska objekt. Frdgorna granskas fran ménga synvinklar i antologin Mathema-
tical reasoning — analogies, metaphors and images [1].

.

Globala metaforer i matematik



Ett exempel pa en global matematisk metafor med stark matematikdidaktisk karaktér &r en
matematikkarta (se [5] och [6]). En sddan ser ut som en vanlig karta med sj0ar, berg och sti-
der, men alla namn pé kartan 4r matematikord eller symboler. En grupp elever/studenter de-
signar kartan sd att det viktigaste i den matematik de kénner till finns med. Geografin utform-
as av gruppen sé att den beskriver/antyder hur begreppen ér relaterade. Har finns mycket fri-
het, inom vilken eleverna kan formulera och extrahera sin matematikuppfattning. Matematik-
kartor kan ses som ett verktyg for dialog i grupp om matematiska samband. En karta for uni-
versitetsmatematik finns i [4]. Den &r global pa sit sitt att den &r en representation av en ma-
tematisk helhet. Den handlar om hur begrepp samverkar, pd grund av deras betydelser.

Den ildsta och mest fundamentala matematiska metaforen, fortfarande starkt levande, far
vil sigas vara platonismen. Bilden av matematiken som existerande oberoende av ménniskor-
na, ndgonstans, alltid oférandrad. En vév av sanningar, dtkomlig endast pa indirekta sétt.

Det dr en metafor som far stark néring av den matematiska verksamhetens karaktér. Vi tyc-
ker oss uppticka objektiva sanningar. Som méinniskor far vi kimpa for att se vad som &r sant
och inte sant — s dr matematikverksamheten i normalfallet (om det inte giller ndgot redan
ként). Detta kontrasterar mot den obdnhdorlighet och tydlighet med vilken matematiska pasta-
enden géller. Sanningarna tycks finnas dir, standigt, vi har bara svarigheter i att se dem. Dess
tydlighet gor att de &n mer framstar som oberoende av oss, som liggande utanfor oss och var
osékerhet.

Men det finns alternativa forklaringar till denna upplevelse av objektivitet, som kan baser-
as pa observationer av hur matematiken fungerar for minniskor. Vara svérigheter kan forklar-
as med att begreppen savél som séttet att skriva formler dr ldngt fran véra vardagliga vil intré-
nade tdnkesétt. Den objektiva karaktdren kan ocksa ha sin bas i att de grundldggande begrep-
pen kan specificieras s tydligt att ménniskor dr 6verens, &ven ménniskor fran skilda kulturer
och med starkt olika synsitt i andra fragor. De &r abstrakta, och kriver ett axiomatiskt arbete,
men dndé i grunden enkla — den markanta franvaron av oenighet kan tolkas sd. Vi ér pafallan-
de dverens om vad som géller i matematiken, t.o.m. 6ver kulturgranserna. Denna bokstavliga
och fullstidndiga enighet &r ytterst sdregen. Den kan ge matematiken ett skimmer av en utom-
ménsklig, platonsk existens.
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