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Matematikens dubbelnatur —
undflyende innehall,
sjalvtillrackligt sprak

Hadkan Lennerstad

This article discusses the role in mathematics of its formal language,
here called Mathematish. This language became significant when sym-
bolic mathematics gradually replaced rhetoric mathematics. Mathe-
matics gained in efficiency and calculation became dominant. It is
claimed that this happened on the expense of mathematical interpre-
tation, except for those who intuitively understand Mathematish. It is
also claimed by linguistic arguments that the structure of a language is
naturally non-articulated for intuitive learners, often teachers, while
teaching requires articulation. Languages are often excluding. The
relationship between content and language in mathematics is described
from several viewpoints. Three distinct types of mathematical knowl-
edge are suggested: 1. How to successfully use Mathematish rules,
2. Mathematish rules (computer programmable grammar), 3. Ideas
and meanings of mathematics, e.g. applications and metaphors. Non-
formal ways of hinting mathematical ideas and meanings, shedding
light on both Mathematish and content, are suggested.

Prolog

De matematiska idéerna dr trummorna som hors fran andra
sidan kullen. De ar ett sillsamt ljus som framtrader over
kvillshimlen. Det dr en grupp gamla ekar i skogsbrynet som
gungar svagt i den vixlande vinden. Idéerna ar stimningen
vi befinner oss i. Det dr en sval vind som tar sig genom
ligenheten. Man kinner den, man vet inte riktigt vad den
ar, hur den ar, hur den ser ut, vad annat den hinger ihop
med. De matematiska idéerna dr faglarnas 6kande kvitter
en ljusnande varnatt, de dr dngens stigande vata under regnet
som inte vill sluta.
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De matematiska formlerna dr arméer som marscherar av och
an pa pappret. Ibland i perfekt ordning, strikt kolsvarta mot
blandvit bakgrund. Ofta i motstravigt sillskap med sina tyst-
ldtna, ldngsamma, stindigt narvarande grannar urinvanarna:
de geometriska figurerna. Ibland i utdragna splittrade Gver-
strukna gratoner. Ibland som utspridda rester av ofullstindiga
halvt utsuddade formler pa hopskrynklade ark, bortkastade till
glomskan, till utplaningens hopp. De dr véra drillborrar, stim-
jarn, skruvmejslar, hyvlar, falgkors, sliggor, stimmare. Vara
stickmaskiner, vavstolar, vedklyvar, blasbalgar, skalpeller, gips-
formar, transportband, hoj- och sinkbara singar.

De matematiska idéerna ror sig i luften runt oss, vi far inte
riktigt tag pa dem. Jo vi far tag pa nagra mindre idéer, ndgra
undersdtar. De ar sdllsynt vackra. Vi slipper dem igen, de
kan 4nd3 inte krossas. Men den stora idén, som inte verkar
mera svarfingad dn de andra egentligen, svirrar vidare runt
forstutrappan. I kvall ocksa, som alla kvillar.

De matematiska formlerna dr lydiga och under var kon-
troll, som fangens fjattrade kropp under torterarens blick.
Ogonens riktade blick, 6gonglobernas spelande avsikter.
Formlerna svettas passionerat. Pappret buktar sig av fukt,
det maste slingas. Sa har dnnu en formel riddat sig. Men
strax finns dér en tvillingbror. I nasta cell, pd ndsta papper.
Och sa vidare.

Det har hidnt forut. Torteraren tvingas inse sin skenbara
kontroll. Vigen till helvetet ar stensatt av goda avsikter.
Han limnar mentalsjukhuset. Han byter jobb. Du kan finna
honom i din narmaste pizzabutik, med mjol pd underarmarna.
Han berittar girna om formlernas kroppar, och deras ona-
barhet. For han kan inte sluta tinka pa det.

Hans totala makt var skenbar. Meningen, syftet, avsik-
ten, sjalen, var ndgon annanstans. Han kunde inte nd dem.
Det var endast ett poinglost, pligsamt jobb som tanjde ut,
torterade och forintade honom. Till slut, en natt, var han
tvungen att fly.
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Denna artikel behandlar pa skilda sitt matematikens mest synliga
och gripbara sida, dess formler, och spanningsforhillandet mellan
formlerna och innehéllet som de representerar. Detta spanningsfalt ar
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fundamentalt for matematikens filosofi sdval som for praktisk mate-
matikundervisning. Hur ndr man elever? Med vilket sprak? Tranger
formelspraket ut det naturliga spraket, berovas de aktiva sitt sprak,
forlorar de sitt tinkande och sin personliga frihet?

Symbolspraket representerar tankeeffektivitet och uttrycker samti-
digt matematikens generalitet, som kanske ar matematikens mest ka-
raktaristiska egenskap vid sidan av dess kvantitativa innehdll. I artikeln
hiavdas att denna spraklighet har flera bieffekter i form av missuppfatt-
ningar om matematiken, som ger upphov till hinder for matematisk
kommunikation. Det forefaller som lingvistisk analys kan spela en vik-
tig roll for att forstd denna kommunikation. En relaterad fraga ar vilka
litterdara former for matematiklarobocker som ar effektiva. Ifrdgasittande
i dialogform kanske ar viktigt i matematik, eftersom amnet (naturligt-
vis) tal ifrdgasittande och dessutom genom sin abstrakta och svartill-
gangliga natur inbjuder till mdnga typer av missforstand. I sidana per-
spektiv kan bade litteraturvetenskap och lingvistik vara vetenskaper som
ar besliktade med och viktiga for savil matematiken som matematikdi-
daktiken. De kan utgora redskap i ambitionen att beskriva ett innehall
pa andra sitt 4n med dess naturliga sprik, bland annat for att indirekt
karaktarisera detta sprak. Det innebir en process som gar utover explicita
kunskapsbegrepp och leder till poetiska/konstnarliga dimensioner.

1. Verklighet, matematik och sprak

Matematikens formelsprak

Fran 1500-talet och framat borjade man att systematiskt anvanda sym-
boler som ersittning for matematiska begrepp som var vil etablerade av
retorisk matematik, som exempelvis ”variabel” (x, y) och ”likhet” (=).
Detta innebar en kraftig effektivisering av tinkandet, men kan kon-
trasteras mot den situation som dagens elever befinner sig i, dir man i
skolan méter ett formelsprak som mera sillan representerar begrepp som
pa forhand ar etablerade. Relationen till inneborderna ar ofta vag.

I denna artikel anvinds ordet ”matematiska” om matematikens
formelsprak — som ett sprak med ett specifikt alfabet och en specifik
regeluppsittning — med andra ord en egen grammatik. Matematikens
terminologi, det vill siga ord som “addition”, kontinuitet”, ”funk-
tion”, och sa vidare, anvinds inom svenska sprakets grammatik och ar
darmed inte en del av matematiskan.

Matematiskan har ett alfabet av cirka hundra symboler. Denna
mangd av symboler bestdr av tio siffror, latinskt och grekiskt alfabet,
samt ett antal specialtecken. Matematiskans grammatik bestar av sprak-
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liga konventioner samt av logiska regler som grammatiserats, det vill
sdga matematiska sanningar som anvinds som spréikliga regler utan
att tolkas. Denna grammatik ar formulerad av logiker (samt vid kon-
struktion av datasprak), men inte i det syfte som naturliga spraks gram-
matik ar formulerade: for att gora spraket begripligt och anvandbart
for breda grupper av manniskor. Termen ”matematiska” foreslas i
detta syfte: i analogi med naturliga sprak, for att beskriva ett matema-
tiskt innehall (se Lennerstad & Mouwitz 2004).

Man kan beskriva matematisk verksamhet som ett vixelspel mel-
lan sprak och innehall. Inneborder paverkar spraket, ty nya definitio-
ner och formuleringar tillkommer ofta for att uttrycka matematiska
idéer. Men de spréakliga formuleringarna paverkar ocksa innehallet. De
uttryckssatt som viljs paverkar vad matematiker kan bevisa. For att
ett bevis skall anses giltigt av matematikkulturen méste det formuleras
pa matematiska och vara korrekt. I efterhand framstdr svarigheterna
att finna bevis som psykologiska, vilka ar beroende pa valt formule-
ringssatt. Ofta dr ratt val av formulering en nyckel till att finna beviset.
Det hiander ocksd att nya formuleringssatt ger upphov till nya typer av
generaliseringar, det vill sdga till nya matematiska begrepp och resultat.

Inte sdllan ses naturvetenskaplig forskning som uppgiften att upp-
tacka ”verklighetens matematik”. Enligt detta synsatt betraktas verk-
ligheten som en forklidd matematik. I denna artikel provas motsatt
utgdngspunkt: att matematiken ar en spraklig forklidnad for manni-
skors observationer av skilda aspekter av verkligheten. Abstrakt ma-
tematisk forskning handlar om verkligheten, men i forkladd form.
Matematikens axiom samt etablerad logik kan motiveras praktiskt,
utifrdn en ldngvarig praktik, och utgor linkarna mellan verklighet
och matematik. Idéernas symboliska drakt far ett flertal konsekven-
ser for uppfattningarna om matematik.

Matematikens oresonliga beviskraft — ar Gud matematiker?

Lartikeln ”Mojliga virldar — en kor av en méangfald sjalar” i tidskriften
Dialoger, ett temanummer om Matematik och bildning, malar Lars
Gyllensten (1991) upp breda perspektiv som pa fascinerande sitt beror
forhallandet mellan matematik och verklighet, mellan sprik och av-
sikt, samt motespunkter mellan humaniora och naturvetenskap. Den
har ett flertal beroringspunkter med denna artikel.

Med exempel fran Einstein och Planck beskriver Lars Gyllensten
(1991) bland annat den klassiska frigan om matematikens oresonliga
beviskraft. Han formulerar problemet som:
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Vetenskapsmannen—tiankaren skapar sina teoretiska modeller
i en frihet som tycks vara totalt suverdn gentemot den empi-
riska verkligheten.

Chockerande ofta har matematiska skrivbordsprodukter relevans for
verkligheten. Vad siger det om ”verkligheten”, med eller utan cita-
tionstecken? En annan friga som ar central for denna artikel: vad
sager det om matematiken?

En tolkning ar att skillnaden mellan matematik och verklighet ar
mindre dn den forefaller. Ofta har verkligheten tolkats som forkladd
matematik. Gud som matematiker, verklighetens innersta vasen ar
matematisk. Nar fysikerna uppticker materiens innersta delar upp-
tacker de dess matematik. Denna text provar den motsatta tolkningen.
Inte verkligheten som foérkladd matematik, utan matematiken som

forkladd verklighet.

Sprakliga drikter for tinkande

Sprak innebar fortraffliga mojligheter till forkladnad. Ett hemligt sprak,
chiffer eller kod 4r en uppenbar forkladnad for att dolja innehall. Men
det behover inte finnas en avsiktlighet i forkladnaden for att sprak ska
fungera doljande. Kanske 4ar manga av de matematiska resonemangen
och tankefigurerna mer analoga med naturvetenskapens dn vi tinker
oss. Kanske ar de skilda notationssitten den storsta skillnaden. P4 grund
av radikalt olika sprakdrikt (kulturell forkladnad) ar eventuella likheter
inte alls uppenbara. Kanske dr larande av matematik till stor del lirande
av en frimmande (for manga kontraintuitiv) sprakdrikt, mer dn lar-
ande av nya idéer — de som spriakdrikten for den sprakkunnige ut-
trycker. Kanske har matematiken drvt praktiska resonemang, bytt be-
teckningar och upphojt dem till teori. Kanske anviander vi manniskor
inte s manga olika typer av resonemang, argument och synsitt, de
bara ser olika ut eftersom de ar klidda i skilda sprak, vokabularer,
sociala kontexter, forekommer i olika vetenskaper, vetenskaperna ove-
tande. Kanske har matematik konstruerats som en sorts stiliserad verk-
lighet, som vixer parallellt med den.

Kanske bestar svarigheten att lara sig matematik inte sd mycket i
att forsta dess resonemang och dess idéer. Kanske idéerna och resone-
mangen ar naturliga, men det ar svart att forstd hur man kan skriva
dem pa symbolspriket. Hur det 4r mojligt att klimma in sitt tinkan-
de i matematiskans, specifika, historiskt bestimda sprakliga form?
Att uppna en samklang mellan det egna tinkandet och denna repre-
sentation, detta officiella sprak?
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I avsaknad av detta sprakliga perspektiv ar kanske den enda for-
klaring som aterstar att man sjalv 4r matematiskt obegédvad. Eller att
lararen ar inkompetent. En musiker kan ha litt att uttrycka sin musi-
kalitet med klarinett, men svart med fiol, trots mycket traning pa det
samre instrumentet. For en annan dr det tvartom.

Den i matematiska kretsar mycket beromde matematikern Salo-
mon Lefschetz dr kidnd for sin fantastiska intuition. Det sigs dock att
han aldrig utforde ett korrekt bevis. Men klarar man sig igenom en
formelfixerad utbildning med en matematisk kompetens som inte ar
formelorienterad (se vidare avsnittet ”Tre skilda typer av matematisk
kunskap”)? Mycket riktigt, Lefschetz var ingenjor fran borjan. Nar
han vid en olycka i laboratoriet forlorade sina hiander gick han 6ver
till matematiken.

Vad ar en matematisk idé?

Vad ir dd en matematisk idé utan sina symboler? Ar den naken? Hur
ser den da ut? Hur ndr man bortom orden och symbolerna, andi med
hjalp av ord? Kanske ar just detta poesins kiarna. Har poesi logik? I sa
fall vilken?

Denna artikels prolog ar ett forsok att med poetiska medel antyda
spanningsfaltet mellan symbolerna och deras betydelser. Vi aterkom-
mer till frigan om idéerna bakom symbolerna.

Carl Winslow (2004) ger exemplen x? + y? =1, Izl = 1, {(cos t, sin t),
0 <t < 2m}, enhetscirkeln, ”S'” och en geometrisk figur, som alla bety-
der enhetscirkeln (en cirkel med radie 1 och centrum i origo). Det ar
samma matematiska objekt, med olika representationssatt. Han kallar
omskrivningarna for ”objektbevarande transformationer” och ob-
jekten sjilva dr ”objekt bortseende fran objektbevarande transfor-
mationer”. Detta antyder ett innehall ”bakom” formlerna. Det ar na-
got som matematiker utifran sin praktik sikerligen héller med om.
Detta ”innehdll” kan specificeras som den manskliga formaga som gor
det mojligt att utféra manipulationer pa objekt som endast finns
mentalt, pa liknande sitt som med fysiska dpplen pa ett bord.

De olika representationerna kan dock ge skilda associationer som
avspeglar skilda avsikter eller sammanhang. Har dr forslag pa sddana:
x? + y? = 1 —en cirkel i planet som kanske skirs av en rit linje; |zl = 1
har med komplexa tals absolutbelopp att gora och kanske deras pol-
dra form; {(cos t, sin t), 0 < t < 27w} dr en kurva i planet dir punkterna
”raknas upp fortlopande” med variabeln t; enhetscirkeln kan asso-
ciera till en mer verbal beskrivning av matematiska problem som ut-
spelas pa cirkeln; ”S1” kan associera till foljden ”S1, S2, S3” och s
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vidare, som 4r en cirkel i planet, en sfarisk yta i rymden, en tredimen-
sionell sfarisk yta i en fyrdimensionell rymd, etcetera.

Detta ar helt analogt med hur orden ”lukt”, ”doft” och ”bou-
quet” har samma betydelse enligt synonymordboken, men ger olika
typer av forvantningar om sammanhang och avsikt. Det ar klart att
vart sprakliga sitt att fungera pd modersmalet till stor del har 6ver-
flyttats till matematikens sprak. Men de matematiska betydelserna
ar mer fjarran. Vi kan siga ”Detta dr en ko,” och peka pa en ko.
Matematiska betydelser kan daremot inte anges ostentativt — medelst
pekning. Det dr bara mojligt att peka ut exempel, generaliteten kan
inte pekas ut. Kvar blir ett nodviandigt antydande. For att det ska bli
kott behovs poesi, metaforer, djarvhet och strikthet.

Ar matematiken rigid eller flexibel?

Man uppfattar litt matematiken som fiardig och opdverkbar. Men
samtidigt vet vi att den har utvecklats gradvis, i ett stindigt provande.
Bakom varje firdigt matematiskt resultat finns det tusentals annor-
lunda versioner som kasserats. De ligger hopskrynklade i matemati-
kernas gigantiska papperskorgar, som dr val dolda for offentligheten.
Denna diskrepans i offentlighet motsvarar diskrepansen mellan ma-
tematikens uppfattade stelhet och flexibilitet. Hur stor dr den frihet
som vetenskapsmannen/tinkaren har? Matematiken ar inte stel, fix
och fardig. Den ar tvdartom ytterst flexibel och utvecklingsbar i snart
sagt vilken riktning som helst. Det finns alltsa ett odndligt antal ut-
vecklingsvagar. Vilka viljer matematikern? Jo, de som ar resonliga —
alla 6vriga kasseras. I efterhand dr matematiken fix och firdig, nir
matematikerna undersokt vad som ar kompatibelt med vad som re-
dan finns och skrotat det andra. Ater till (Gyllensten 1991)! Hir
jamfors vetenskapsmannens frihet med friheten hos en manniska som
satts att losa ett korsord — friheten dr en chimair.

I sjalva verket ar de manga satten att skriva samma sak (”objek-
ten”) fundamentala for matematiken. Hari ligger hilften av teoreti-
kerns frihet, men en skrickinjagande frihet. De flesta bevis bestar ju
huvudsakligen av omskrivningar mellan olika ekvivalenta former. Utan
de manga representationssatten skulle pastdenden inte kunna bevisas,
alltsa skulle matematiken inte ha ndgra sanningar, alltsd inte vara en
vetenskap. Wittgenstein ar kand for ”Det finns inga regler for hur
man anvéinder regler”. Att trots detta finna bra sitt att anvinda reg-
lerna, som nar malet, dr teoretikerns jobb. Antalet sitt att idélost
kombinera matematiska argument dr gigantiskt (detta dr symbol-
hanterande program hanvisade till, och siledes ineffektiva). Manga
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har forsokt bevisa Fermats sats utan att lyckas. De har tappat orien-
teringen i denna ocean av omskrivningsfrihet, alternativt inte byggt
tillrackligt starka farkoster. Mdnga hittade andra nya virldar. Men
Andrew Wiles nddde just denna kontinent efter en nistan livsling
resa pa svarnavigerade hav (se Singh 1995).

Andra halften av teoretikerns frihet ar friheten att uppfinna nya
raknesitt och tinkesatt som inte redan finns i den matematiska tanke-
byggnaden.

Symbolsprakets roll for matematiken

Fran 1500-talet och framat ersattes successivt den retoriska matema-
tiken med en symbolisk. En rit linje blev en ekvation snarare dn ett
begrepp som kan representeras med ett streck pa ett papper. Matema-
tikens formelsprak har en oerhord betydelse for vad vi anser att ma-
tematik ar idag. Det har minst tre viktiga effekter:

1. Tankeeffektivitet. For det forsta har vi den stenografiska ef-
fektiviteten. Sprakets framgang visar att matematiskt tinkande
kan vara atskilligt snabbare dn vad ett retoriskt uttryckssatt
tillater. Robert Recorde uttryckte sig pa foljande satt i sin bok
The Wetstone of Witte nar han 1557 introducerade det lik-
hetstecken som vi dr vana vid (Kaplan 1960):

To avoide the tediouse repetition of these woordes: is
equalle to: T will sette as I doe often in woorke use, a
paire of parallelles, or Germowe lines of one lengthe,
thus: because noe .2. thynges, can be moare equalle (Ro-
bert Recorde 1557, citerat ur Kaplan 1960, s x).

”Germowe” betyder tvilling. Nog ar de tva linjerna i ett lik-
hetstecken synnerligen lika. Efter lang tid blev Recordes sym-
bol den allmdnt anvinda. Han introducerade saledes en ren
Oversdttning av ett uttryck pa engelska till en ny symbol.

2. Gemensamt internationellt sprak. Det andra stora argumentet
for symbolspraket ar att jordens kulturer fick tillgdng till ett
gemensamt sprak att uttrycka matematiska kvantiteter. Vi fick
ett internationellt sprak for matematiska idéer. Detta har en
enorm social betydelse for matematikens tillviaxt, som kanske
ar storre an tankeekonomin.
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3. Oppnandet av vigen for datorprogrammeringssprdk. Tillkom-
sten av programmeringssprak for datorer vore oerhort mycket
svarare om det inte redan hade funnits en starkt reglerad sym-
bolskrift. Programmeringsspraken ar till stor del dialekter av
matematiska.

Formelspraket har blivit karaktaristiskt for matematik,
det ytligaste sittet att kdnna igen matematik. En text som
saknar formler innehéller ingen matematik. Men saknar fyra-
aringar helt matematisk kansla? Nej, matematik 4r ndgon-
ting mer 4n sitt sprak. Det finns manniskor som syr matema-
tiskt komplicerade lappticken, som de intensivt skulle forneka
ar matematik. Det dr ju inga formler. Det liknar inte alls sko-
lans matematik.

En kort historia om matematikens och logikens axiom

Under minsklighetens historia har matematiken vuxit fram gradvis ur
praktiskt raknande. Det visade sig si smaningom att det var mojligt
att betrakta rdknandet i sig. Om man kan addition av 11 och 23 s
kan man snabbt rikna fram att summan ar 34, utan att ha 34 objekt
framfor sig, och rdkna pa fingrarna till 34." Det ar en kraftig tidsbe-
sparing, som for den icke initierade framstir som magisk. Det ar en
tidig version av symbolernas karaktiristiska dubbelhet: samtidig tanke-
effektivitet och mystifiering.

Denna dubbelhet giller sprak i allmanhet, men kanske specifikt
for matematik, av tva skil. Matematiska formler ir en sorts mentala
maskinerier — de svarar mot mentala upprepningsbara operationer
dar siffror kan skickas in och behandlas enligt vissa algoritmer (som
senare “elektronhjirnor” kunde utfora), vilket ger dem en sarskild
effektivitet. Samtidigt aktar sig matematiken noga fran att behandla
annat 4n sarskilt enkla och stiliserbara sidor av var observerade verk-
lighet. Den behandlar det uppenbara, i nigon mening.

Symbolerna ar mycket kraftfulla for de som kan dem, men ute-
stanger de som inte kan dem. Som vi kommer att dterkomma till hor
det till sakens natur att de som behirskar symbolerna har svart att se
denna svarighet. Detta dr helt normalt ur lingvistisk synvinkel.

For att studera spraket behovs sirskilda hjalpmedel. Man kan
inte betrakta sina 6gon utan en spegel.
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Axiomens problem: de ar alltfor sjalvklara

Ett problem med manga matematiska axiom ar att de ar alltfor sjalv-
klara. D4 ar det gatfullt varfor de formuleras. Man kan verkligen
undra vad syftet ar bakom pdstaendet “ett dpple dr ett dpple”, liksom
kanske bakom att ”x + y = y + x”. Men detta ar en del av matematik-
ens speciella natur. Matematiken har behov av att formulera dven det
sjalvklart sanna. Karaktaristiskt for symbolisk matematik 4r att man
overger tolkningarna och forlitar sig enbart pa riknereglerna. Symbo-
lerna far sta for vadsombhelst, som uppfor sig som raknereglerna. Detta
ar en sorts naturlig generalitet. En 6ppenhet mot nya tolkningar.

Om vi vill ignorera betydelserna och forlita oss pa raknereglerna
maste vi veta precis vad vi kan gora och inte géra — vad som dr axio-
matiskt sant. Bdde det som i tolkningarna ar sjalvklart och det som
ar mindre sjalvklart. Vi vill ha tillgang till sd manga — men korrekta —
riakneregler som mojligt. Detta tvingar matematikerna att formulera
det sjdlvklara.

Man kan kort sdga att algebra ir den gren av matematiken dar
man undersoker vilka konsekvenser en viss uppsattning rakneregler
far. Om vi har dessa regler for vara objekt (som inte ar stort mer dn
symboler, som vi kan ersidtta med diverse innehéll), vad vet vi da
sakert? Vilka satser har vi? Om vi tar bort en regel, vilka satser faller
bort? Samtidigt 6kar antalet tillimpningar, deras generalitet. Om vi
lagger till en regel kan vi visa fler satser, men far samtidigt resultat
som dr mer speciella, med farre tillimpningar.

Distributiva lagen — en naturlag?

Det 4r inte svart att motivera att matematikens axiom galler, i varje fall
axiomen for talen (dock kanske varfor de behover formuleras). Exem-
pelvis ar det latt att motivera en rakneregel som x(y + z) = xy + xz. Den
kallas ju distributiva lagen, eller att bryta ut ur parenteser (<) samt att
multiplicera in i parenteser (—) (det ar den enda lag som innehaller
bada riaknesitten — den anger hur de samverkar). Om man har sju
pasar med tre dpplen och 10 paron i varje pase, s kan man antingen
rakna antalet frukter (7-13) eller summera antalet dpplen och antalet
paron (7-3 + 7-10). Det borde bli samma sak, dven med andra sifferupp-
gifter. Det ar ett sjalvklart axiom, i alla fall for positiva heltal. Generali-
sering till storre och mer abstrakta talmangder gors alltid (om mojligt) sa
att raknereglerna fortfarande giller, det 4r en konstruktionsprincip.
Men samtidigt antar vi att detta galler aven om vi istallet har 15
applen och 3794 piron i var och en av de sju pasarna. Hur vet vi det?
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Man skulle ju kunna svara att det ar sd matematiken ar konstruerad.
Det ar ett fundamentalt svar med tanke pa att vi antar att x(y + z) = xy
+ xz galler i ett oandligt antal fall. Vi kan aldrig kontrollera samtliga fall.

Men detta svar racker inte for att matematiken ska vara relevant.
I samtliga fall som vi har kunnat kontrollera (och anser att lagen ar
tillimplig i) stimmer den dock med praktiken. I och med denna typ av
observation foddes matematiken. Det ar tydligen mojligt att bygga
nagot generellt och formellt som har en implicit relevans.

Detta beskriver vart manskliga tinkande i lika hog grad som
verkligheten omkring oss. Mianniskor har en formaga att rikna men-
tala objekt som om de vore fysiska. Matematiken dr denna formaga.
For denna spelar mansklig kommunikation en mycket stor roll, dter-
igen nagot som knappast syns i dess resultat, i efterhand.

Trots denna sjilvklarhet motiveras axiom séllan i lirobocker. Van-
ligen gors de grundldggande raknereglerna tillgangliga utan vidare kom-
mentarer. Daremot ges exempel pd tillimpningar av raknandet.

Axiomen 4r matematikens kontaktyta med verkligheten. Harifrdn
kan intuitionen fylla formalismen med liv, om man respekterar elevers
behov av logik. Genom att motivera axiomen far eleverna komma bak-
om kulisserna och se hur trollkarlen gor sina trick. Magin blir mindre,
mognaden storre.

Arvet fran den instrumentella matematikpedagogiken

Larobockernas attityd vicker fragan: vad karaktiriserar matematik-
undervisningens praxis? Ja, arvet fran borjan pa 1900-talet ar fortfa-
rande starkt, dd undervisningen var starkt instrumentell. Man skulle
lira sig kunskap for att kunna skota en samhallelig uppgift. Det var
acceptabelt att ignorera elevers sjalvstandiga tinkande, att forsoka
forma (osjalvstandiga) kuggar i samhallsmaskineriet. I en sidan anda
ligger det mycket nira till hands att utnyttja de genvigar som matema-
tiken erbjuder. Har finns alla mojligheter till oreflekterat raknande som
anda ger ritt svar. Sa: trana pa formelspraket, och lar dig rikna allting
sa det blir ratt. Att grubbla pa vad riknandet betyder leder till osikra
och forvirrade funderingar som inte ger ndgra tydliga resultat. Det bara
konsumerar tid, som kan anvindas battre till att rikna vidare.

Idag forsoker vi ta oss ur detta ignorerande av elevers och student-
ers personligheter och egna utgangspunkter. Vi har dock inte kommit
sa langt i praktiken, kanske pd grund av att vi inte har lyckats klar-
lagga dess mekanismer, vilka ar starkt knutna till matematikens karak-
tar. Vi har fortfarande en rddande instrumentell undervisningspraxis,
som emellertid 4ar under belagring.
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Att manga skilda matematiska uttryck betyder samma sak fram-
halls inte sarskilt ofta i matematikbocker. Om dessa uttryck till dven-
tyrs betyder olika saker framstar en oerhort mycket storre komplexi-
tet for den oinvigde. Att forklara varfor ingar inte i en instrumentell
praxis, i vilken man nojer sig med raknandets korrekthet. I var sen-
instrumentella tradition saknar vi verktyg for detta i den man vi av-
statt fran att soka oss fram lings sddana vigar.

Logikundervisningens motsagelser

Lat oss ta dnnu ett exempel. Det finns inte manga dmnen dar undervis-
ning 4r s sjalvrefererande som undervisning av logik. Man undervisar
logisk argumentation med logisk argumentation. Vi har tva nivder av
logisk argumentation, en objektnivd och en metaniva. For lararen ar
metanivan central, det 4r hiar man forklarar logiken. Pa objektnivan
studerar man sanna och falska pastidenden. Falska pastdenden ar ibland
mycket viktiga, exempelvis for motsdgelsebevis (som har konkreta var-
dagliga motsvarigheter). Men de dr inte intressanta pd metanivan. Man
vill inte i ndgon kurs ldra ut falska sanningar.

Detta blir annu mer sireget eftersom att alla manniskor har en
ytterst langtgdende praxis i logik, vilket man inte har i sifferrakning eller
ndgon annan matematik eller teori. Det dr ju faktiskt ovanligt med mansk-
liga samtal som ar fria fran logik. Vi dr alla viltranade i logik.

Detta innebar att elementar logik till stor del 4r nya symboler for
vilbekanta resonemang — en sprakkurs. Det innebadr samtidigt ett
skdarskddande av hallbarheten av vardagliga argumentationer, ndgot
som har ett klart demokratiskt och kommunikativt varde.

Emellertid ignorerar sillsamt nog dagens — fortfarande instru-
mentella — undervisningspraktik (som den uttrycks i lirobockerna)
denna logiska praxis, bortsett fran spridda exempel. Det forefaller
som om formell logik inte har mycket att gora med vardaglig logik.
Detta kan tolkas som en ospraklig attityd enligt mottot: ar symbolerna
olika, sd dr innehallet olika. Det skapar illusioner om svarigheter som
inte finns.

Saledes: matematikens axiomatiska grunder har provats mot verk-
ligheten, liksom den logik som anvinds att bygga matematiken. Om
bada dr formade och prévade av praktisk aktivitet, dd kan man verk-
ligen kalla matematiken stiliserad verklighet. Det vore da egendom-
ligt om den s fort den inte ar direkt tillimpbar tar en annan riktning
an verkligheten.



MATEMATIKENS DUBBELNATUR — UNDFLYENDE INNEHALL, SJALVTILLRACKLIGT SPRAK

Symbolspraket skymmer tillimpningarna

Matematik har startat som formuleringar av det som ar generellt med
kvantitativa kalkyler, av raknande i flera olika sammanhang, som
liknar varandra. Om de liknar varandra ar det praktiskt att formulera
detta riknande oberoende av de skilda sammanhangen. Tre dpplen,
tre manniskor och tre stjarnor har nagot gemensamt: dess “trehet”.
Ett begrepp som vi brukar beteckna med symbolen ”3”. Vi ar alla
mycket vana vid denna symbol, men dr det samma sak som att vi
forstar dess innebord?

Symbolerna ar inte godtyckliga. De har specifika historiska ur-
sprung. De paverkar tinkandet. Exempelvis ar symbolen for 3 i dovas
teckensprdk tre fingrar. Denna symbol inbjuder till fortsatt raknande
pa fingrarna upp i hog alder. Man kanske avstar fran att lara sig att
3+ 5 ar 8, eftersom man raknar pa fingrarna. Det ger begreppet "trehet”
en annan valor.

Om man alltid formulerar raknandet i termer av dpplen kan man
tro att det bara giller dpplen, vilket inte 4r sant. Det ar darfor rimligt
att vilja en tillimpningsneutral formulering. I symbolen ”3” eller
ordet ”trehet” kan man inte se ndgra dapplen, manniskor eller stjar-
nor. Men da syns inte ndgon tillimpning lingre. Detta understodjer
myten om att matematiken inte har ndgonting att gora med tillimp-
ningarna. Trots att det dr tvartom: det finns inte bara en utan manga.
De ar gomda bakom de tillimpningsneutrala symbolerna.

Myten om matematikens oberoende far ocksd niring fran mate-
matikernas praktik. De flesta arbetar helt oberoende av tillamp-
ningarna, enbart i en matematisk begreppsvard. Dessutom har mate-
matiken sanningar, som inte behover provas med forsok i verkligheten.
Det ar forvisso ett annorlunda sanningsbegrepp an i de flesta andra
vetenskaper, som antingen kraver ndgon form av empiri eller har klu-
vits i olika konkurrerande skolor.

2. Matematiska, lingvistik och litterdr form

Ett stycke nutidshistoria om studenter,
matematik och matematiska

Vi hdamtar hidrnist ett lingvistiskt argument fran ett debattinldgg i
Sveriges Matematikersamfunds medlemsblad:

Sa smaningom, efter moten med studenter ar fran ar, vixte
denna hypotes fram: ar det mattespraket som dr det stora
problemet for ett stort antal elever/studenter?
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Och det visade sig att allting stimde! Vi matematikla-
rare har alltid forstdct spraket intuitivt, ty det gick bra for
oss i skolan. For oss var spriket inget problem, vi har aldrig
behovt tinka pd nagot sprakproblem, just ddrfor dr vi mate-
matikldrare.

Nista argument ar att man normalt inte tinker pa spra-
ket i sig, man anvdnder det. Man tinker pa det man pratar
om (innehéllet), inte pa spraket sjilvt, inte pd orden och dess
struktur. Men vi kdnner engelskans, tyskans och svenskans
och andra spriaks grammatik? Varfor? Jo, kulturmoten har
péagdtt i tusentals ar, inte minst i Europa. Arkeologer har kon-
staterat att det mesta av bronset i Sverige under bronséldern
var importerat, trots att det finns mycket brons i Norden. Tor
och Oden-kulten har médnga likheter med romarnas gudar
fore kristnandet. Vi har haft kulturella méten (krig och han-
del) i Europa i aratal, vi har mott sprakproblem i dratal. Vi
har tvingats forstd sprdks struktur (inte bara dess innehall) pa
grund av det absolut nodvindiga behovet av oversittning
mellan de manga olika spriken. S4 smaningom har Oversitt-
ningskravet ocksa framtvingat sprakkurser.

Ar det naturligt att forsta spraks struktur? Nej. Vid sex
ars alder talar de flesta stora delar av sitt modersmal ut-
markt, men har ingen aning om hur det fungerar.

Utan oversittningskravet och de darifran foljande skol-
dmnena skulle det inte heller senare i livet finnas anledning
att lara sig spraks uppbyggnad. Om alla mdnniskor pd jor-
den talade samma spriak skulle inga sprakkurser férekomma,
i skolan eller ndgon annanstans.

Men matematiken da? Jo, i detta sammanhang saknas
fullstandigt konkurrerade sprdk, det har aldrig funnits nagot.
Det finns darfor ingen anledning att studera spraket 7 sig.
Det har inte utvecklats ndgon beskrivning av matematikens
saregna sprak, ty det finns inget Gversittningskrav eller annan
framdrivande kraft. (Nu finns pedagogikskalet, mojligen,
men det dr inte pa langt nar lika starkt.). Vi utvecklar inte
nagot komplicerat for dess egen skull. Liksom vi inte upplever
brist pa ndgot som inte finns.

Att ménga elever har ett stort sprakproblem foljer hu-
vudsakligen fran min egen och andras beprovade erfarenhet:
vilka forklaringar som tycks gora det mojligt for studenter
att komma vidare i matematiken. Studenter som man Oversit-
ter for brukar bli lyckliga, de siger ofta ndgot i stil med ”var
det inget annat”. Och, enligt ovanstiende argument, vi mate-
matiklarare ser inte problemet just pd grund av att vi dr mate-
matikldrare. For oss har det alltid varit sjalvklart. Darmed ar
Moment 22 ett faktum. En slutsats, ndgot varre dn hypotesen:
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Minga elever har ett stort sprakproblem, men varken elever
eller larare ser problemet (Lennerstad 2003a, s x).

Filosofen Paul Ernest bekraftar sprakets ndgot paradoxala “tysthet”.
Syftande pa ”"matematikens underliggande sprak”, skriver han:

As with any language, knowing how to use it is to a large
extent tacit (Ernest 1999, s x).

Ernest beskriver i samma artikel olika typer av tyst kunskap i matema-
tik. I avsnittet ”Tre skilda typer av matematisk kunskap” i denna arti-
kel foreslar jag tre kategorier av matematisk kunskap, vilka relaterar
sig pa distinkta satt till matematiskan. Sprakfilosofen Michael Dum-
met diskuterar i boken Seas of Language (Dummett 1996) fragor som
”Vad handlar matematik om?” och ”Vad vet jag nir jag kan ett sprak?”.
I Tecken att tinka med (Sallstrom 1991) beskrivs, diskuteras och jam-
fors manga typer av notation, bland andra den matematiska.

Som manniskor har vi alla en naturlig lingvistisk blindhet for
vart eget modersmal. Denna blindhet galler ocksd matematiska pa
grund av att den kontrast, som konkurrerande sprak utgor, inte finns.
Det finns ingen kontrast som tvingar oss att upptiacka detta spraks
struktur, liknande den som danska fiskare kan uppleva nar de traffar
franska fiskare pa Nordsjon och vill prata vader, batar och fisk. Ma-
tematiken tycks fungera utan 6versittningar. De som drabbas dr de
med svagast rost i ssmmanhanget: elever i skolan. Men de riktar snart
sin uppmarksamhet i andra riktningar. De kanske viljer att uppfatta
matematik som ett rollspel, ett sitt att uppfora sig, snarare dn en
vetenskap av provbara sanningar (se avsnitt 4, ”Matematisk kom-
munikation mellan minniskor”).

Vad utvecklas vid manskliga samtal?

En relaterad lingvistisk observation dr att vid varje manskligt samtal
utvecklas tva egenskaper/formagor, medan en tredje inte gor det. Vi
utvecklar den sprakliga skickligheten (genom anviandning) och insik-
ten om samtalets innehdll (genom utbytet, provandet och formule-
randet med sprakliga medel). Men insikten om sprakets struktur,
uppbyggnad eller regler okar inte. S4 sker bara om spraket ar amnet
som avhandlas.

Det ar mycket vi inte behover vara medvetna om medan vi talar.
Vi behover inte heller tinka pa hur vi ska rora stimbanden eller tungan
vid talet, det gdr helt av sig sjdlvt. Sprikets struktur 4r antagligen
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mera kulturell 4n biologisk, men ligger dven den utanfor gransen for
vad vi behover vara medvetna om. En astronom ser helst stjarnorna,
inte kikaren. Redskap och andra medel anvinds, och studeras i sig
bara om det krivs for anvandningens mal. Sprak dr vanligen medel,
inte mal. Malen ar de naturliga blickfingen.

Om upptickande av spraklig struktur

Vart modersmals struktur kan vi lara oss genom att forsoka forklara
det for ndgon som har ett annat modersmal. Det ar svart for enbart
svenskar att tillsammans lara sig forstd svenskans struktur — vi behover
icke-svenska perspektiv. Hur gor vi vid detta upptickande? Jo, vi
provar med var ”inbyggda” sprakliga formaga, och reflekterar 6ver
vad vi sjalva siger. P4 just detta satt kan vi ocksd upptiacka det mate-
matiska formelsprakets struktur. Genom att nir vi anvander det till-
sammans med kollegor och studenter, tolka var egen anviandning,
och medvetandegora oss sjdlva.

Om upptiackande av matematiskans syntax
— studenter behovs

Medvetandegorande av grammatiken ar oftast podanglost om matema-
tiker samtalar. Innehdllet 4ar ”alltfor intressant”, det attraherar upp-
mirksamheten fran sprakliga upptickter, vilka 4r timligen onodiga.
Daremot behovs de med studenter som inte ar naturliga matematiska-
talare, just som vi behover icke-svenskar for att upptacka svenska. Sa-
ledes ar dessa studenters verbaliseringar sarkilt viktiga for oss.

Att ta den lingvistiska blindheten pa allvar 6ppnar dirmed moj-
ligheter att i matematikimnet utéva respekt och erkiannande av stu-
denter som anstranger sig att forstd. De kan uppleva sig som spjut-
spetsar i utforskandet av matematiskans struktur. Studenters verbali-
serade erfarenheter och reflektioner genom dren har for underteck-
nad spelat en stor roll for “upptackten av matematiskan”, och for
manga delar av denna artikel.

Naégra observationer om matematiskan

Esperanto dr ett konstruerat sprak. Det ar konstruerat av en enskild
person: den polsk-judiske likaren Ludwig Zamenhof. Esperanto ir
tillverkat av komponenter i andra sprik, mest europeiska sprak. Spra-
kets grammatik saknar undantag, och det finns ndgot storre frihet
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att gora egna konstruktioner 4n i naturliga sprak (med prefix och
suffix). Ar matematiska ett konstruerat sprak?

Nej, knappast. Matematiskans grammatik borjade som en ver-
sion av naturliga spraks grammatik, men har sedan dess utvecklats
genom det egna innehéllets dynamik (vilka behov matematikerna upp-
lever). Spraket dr ej konstruerat av nagon individ, det dr framvuxet
under en ling period i en specifik kultur: i en internationell vetenskap-
lig kultur. Det dr inte alltid konsekvent, och det innehaller undantag,
till skillnad fran esperanto. Matematiskan ar ett specialsprak, dess be-
tydelser giller inte alla livets omraden utan ett sdrskilt omrdde. Dire-
mot ar det tillitet for en enskild anviandare att gora egna sprakliga
uppfinningar, som ibland avspeglar innehéllsliga fenomen och ibland
ar till for att forenkla raknandet. Det kallas definitioner. De flesta moter
matematiska i skolan, nagra gor det tidigare. Ar detta dldrar d4 mate-
matiska kan liras helt intuitivt, som modersméilet? Om man ser till
hur elever anviander matematiska, forefaller det som om spraket ar ett
gransfall, svaret ar oftast nej men ibland ja.

I likhet med kinesiska kan matematiska uttalas pa vitt skilda
satt, aven om det skrivs pd samma satt. Likheten med kinesiska be-
star i att tecken inte representerar fonem, som i europeiska sprak,
utan betydelser. Av detta skal sker stavningsreformer ibland i europe-
iska sprak (anpassning till uttalets forandringar), men inte i kinesiska
eller matematiska. Till detta kan laggas att matematiska ar speciellt
genom att dess talsprakskaraktir ar underordnad, det lases och skri-
ves mer an det talas. Det kan till och med upplevas som ganska olamp-
ligt som talsprak. Det dr vanligt att man ger upp om man foérsoker
beskriva matematiska formler per telefon.

I Osten Dahls bok Sprdkets enbet och mdngfald (2000) beskrivs
spraks egenskaper och utvecklingstendenser fran manga perspektiv. Ma-
tematikern Warren Esty vid University of Montana, USA, ger sarskilda
kurser baserade pa sin bok The Language of Mathematics. Den handlar
om sprakkomponenten i matematiken tillsammans med grundlaggande
logik och bevisforing. Studenter har beskrivit resultatet av kursen i ter-
mer av befrielse. Att de kdnner storre kontroll 6ver vad de sysslar med,
och i hogre grad kan ta aktiv del av matematisk verksamhet.

Matematiska texters form

Matematiska texter ar alltid tvasprakiga, bade naturligt sprak och
matematiska forekommer med ndgot olika roller. Det finns en domi-
nerande litterdr stil att placera forklaringsstyrkan i matematiskan,
formlerna pekas ut av det naturliga spraket. Man ska forsta framst
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genom att studera formeln ingdende. En annan stil dr att lata en
formel ge en exakt kvantitativ version av ndgot som redan forklarats
pa naturligt sprak. I Lennerstad (2002b) och Lennerstad och Petterson
(1999) provas dialoger for matematisk framstallning. Nagra skal for
dialoger ar: identifikation (ofta studenters talsprak), olika dsikter kan
lattare stillas mot varandra, kritiskt tinkande i matematik kan exem-
plifieras och levandegoras, och upptickarglidjen kan i viss man ge-
staltas. En dialog har naturligt ett driv, en spanning och en nirvaro,
som en monolog sillan har.

Ordet ”oversittningar” ar ett okiant ord i matematik. Detta kan
bero pa sprakets sammansmaltning med innehallet. Man upplever ingen
skillnad mellan en formel och vad den betyder — formeln ir innehallet
(se Lennerstad & Mouwitz 2004). Matematiker arbetar med formler
och upplever inget omedelbart behov av en sadan distinktion.

Semiotik ar laran om tecken. Semiotik har fitt en okande bety-
delse i matematikdidaktik. Vid definition av tecken gor de Saussure
en distinktion mellan ”the signified” (innehall, objekt, idé) and the
signifier” (tecknet), medan Peirce dven talar om en tredje egenskap
hos ett tecken. Det svarar mot vad som uppstir hos en ldsare/motta-
gare av det (”interpretant”, se Engstrom 2002).

3. Tre skilda typer av matematisk kunskap

Anna och Bengt

Varfor skulle det vara relevant att se sprak och innehall som tva olika
matematiska kompetenser? Det starkaste skilet skulle kanske vara att
elever uppvisar sddana skillnader i sina sitt att ldra sig, och i sina atti-
tyder till amnet. Dock tycks dnnu inte systematiska studier ha gjorts i
just denna fraga. Ar Anna och Bengt vanliga elever/minniskor?

— Anna lyckas losa de flesta av de matematiska problem som ar
formulerade utan formler, med geometriska och andra kluriga sitt.
Hon lyckas inte pa proven, men limnar dnda inte sitt satt att tanka,
for hon far en stark kansla av forstaelse med den metod hon anvin-
der. Det dr verkligen roligt att lista ut svaren.

— Bengt ar skicklig i formelspraket. Han ar intresserad och obser-
vant pa hur formlerna fungerar och vad man kan gora med dem, och
blir uppmuntrad av att han klarar proven bra.

— Anna har aldrig upptiackt hur man skriver formler. Hon tycker
formelspraket dr en helt onodig svarighet. Om hon forsoker anvianda
eller lara sig formlerna, s slutar hon sa fort hon fir mojlighet for att
fortsdtta med sina egna metoder, som hon tycker dr mycket battre.
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— Bengt ar ganska ointresserad av tolkningar och lastal. Han vet
inte och behover inte veta vad formlerna betyder. For honom 4r ma-
tematik samma sak som formelrakningar.

— Den matematiska intuition Anna har med sig till skolan an-
vander hon och fordjupar hela tiden pd mattetimmarna.

— Bengts matematiska intuition, som han har med sig till skolan,
anvander han kanske i vardagen, men inte i skolan. Hans ”skolmatte”
och ”livsmatte” ar isolerade fran varandra.

Det ar latt att forvdaxla sprakproblem med brist pa kunskaper, efter-
som kunskaper framst uttrycks med sprak. Sa skedde ofta innan dys-
lexi diagnostiserades. For Anna kravs losningarna pa ett fraimmande
sprak. Hon anser att det inte undervisas i detta sprik, hon vet inte
ens dess namn (matematiska). Hon tycker inte hon behover det, utom
pa proven. Spraket anvands bara. Man forviantas kunna det. Hon vet
inte nar man skulle lirt sig det.

Det kunde vara viardefullt om eleverna pa vissa matematiktim-
mar i skolan inte alls maste skriva korrekt. Det handlar dd endast om
att overtyga nagon annan, med alla mojliga medel — formler, svenska,
dialog, teckningar, dans, musik.

P4 andra matematiktimmar uppmarksammas korrekt formelbe-
handling. Detta skulle kanske bittre ta vara pd de matematikkompeten-
ser som barn har och utvecklar. Anna skulle dntligen fa sin skicklighet
bekriftad av skolan. Detta motsvarar den tidigare indelningen av svenska-
amnet i litteratur och sprak.

Oversattningar matematiska—svenska

Det ir i detta sammanhang som de frimsta syftena med Gversdtt-
ningar mellan matematiska och svenska hor hemma. En Oversattning
av en formel dr en forklaring som foljer en specifik formel ord for
ord, tecken for tecken.

Exempel: logaritmlagen log xy = log x + log y (som giller om x
och y bada ar positiva).

Matematiska: log xy = log x + log y.

Svenska, 1: Logaritmen av en produkt 4r summan av logaritmerna.

Svenska, 2: Logaritmen (”log”) av en produkt av tva tal (”xy”) har
alltid samma virde (”=") som summan av (”+”) logaritmerna av de tvd
talen var for sig (”log x” och ”log y”). Eftersom de alltid har samma
virde kan man alltsa sjalv bestimma pa vilket satt man vill skriva.

En 6versittning kan girna foljas av ytterligare en forklaring av inne-
bord, eller vilka kalkylmojligheter den ger. Man kan observera att mate-
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matiska och svenska inte har riktigt samma ordf6ljd: ”a + b” svarar mot
”summan av a och b” (direktoversittning: ”+ a b”).

Regelbundna éversittningar har minst fyra viktiga podnger:

1. Oversittningar kan pa konkreta (outtrottliga) sitt knyta sam-

man intuition med formler. Da kan formlerna ”smittas” av
intuitionen, och bli laddade av emotionellt kunskapsinnehall,
av bilder och matematisk kinsla. Bengts tvd matematiska
kompetenser kan borja hianga ihop.

. Detaljerade oversattningar forklarar formelsprakets struktur,

exempel for exempel. Man ldr inte en hel grammatik for ma-
tematiska, utan vad som faktiskt dyker upp. Anna kan borja
se matematiska som ett anviandbart alternativ till svenska.

. Formelsprakets formidabla effektivitet kan inte undga nagon

i langden.

. Termen ”Oversattningar” associerar till nigot méinga elever

inte tycker dr sd svart — larande av sprak. Det dr en 6ppning
for matematiken. Saddant lirande okar givetvis forutsattning-
arna for larande av matematiskt innehall.

Om ords betydelser

Ord eller uttryck pa ett sprak representerar naturligtvis ndgot annat (se
Dahl 2000). Om nagon sidger ”stol” tinker man i forsta hand pa ett
foremal med fyra ben avsedd att sitta pa, och inte pa ordet ”stol” och dess
stavning. Men vad representerar 2 + 3? Vad 4r matematikens semantik?

Ord som ”mossa”, har”, “festival” har en gemensam social
bl b

ordboksinnebord, men vacker ocksa for olika manniskor skilda asso-
ciationer. Det dr olika typer av inneborder. Har ar nagra skilda sitt
att ange inneborder for ordet “mossa”.

\®)

1. (fysisk specifikation) Ett mjukt foremal, utvandigt nagot storre

an ovre halvan av ett manskligt huvud, invandigt lika stort,
oftast tillverkat i tyg.

2. (typisk aktivitet) Bars pa huvud vid kallt vider.
3. (effekt) Virmer huvudet.
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4. (syfte) Undvika att en person fryser eller blir sjuk pa grund av
kyla, eller att undvika utfrysning i sociala miljoer dar det ar
oacceptabelt att inte biara mossa.

Men det finns ocksa gott om mer personliga inneborder. Det finns
religiosa och andra betydelser for vissa mossor, som associativt kan
ha smittat av sig pa vanliga mossor.

Inneborden hos matematiska begrepp kan specificeras pa liknande
satt, men det ostentativa, utpekning, saknas (Lennerstad & Mouwitz
2004). Detta beror pa matematikens generalitet — man kan peka ut
exempel, men i dessa fattas just generaliteten. Sddant utpekande ar
en borjan pa uppbyggande av matematiska begrepp.

I bristen pa ostentativ definition far de andra sitten att formulera
inneborder storre betydelse. Matematikens skolkultur har ofta 6ver-
givit inneborderna, man tar fasta pd symbolerna i sig. Symbolerna
blir innehdllet. De blir objekt for skilda kalkylmetoder. Hir kan en
intuition utvecklas som galler formler och deras anvindning obero-
ende av deras tolkningar — en formelintuition.

Tre kunskapstyper relativt matematiskan

Med utgdngspunkt i matematiskan kan man tala om tre typer av
matematisk kunskap. Alla tre innehaller olika kvaliteter av kunskap:
explicit (formulerad), implicit (formulerbar) och tyst (kanske ej formu-
lerbar). T Spelregler — om gransoverskridande finns en dialog som
belyser tyst kunskap pa mangsidiga satt (Goranzon 2001, s 47).

1. Meta-matematik — matematiska kalkylmetoder (”6ver” mate-
matiskan). Vi har en uppsittning regler — hur ar det mojligt att
anvanda dessa for att genomfora en kalkyl som ger onskat re-
sultat? Denna kunskap ar helt central for matematiker och for
alla andra matematiska problemldsare. Den namns i forbiga-
ende i bockerna, huvuddelen r sannolikt tyst kunskap.
Metoderna demonstreras ofta utan ord, ty de ord som fore-
kommer ar del av metoden, och inte av metodens forklaring.
Denna kunskap kan sillan datorprogrammeras, endast dar det
finns tydliga algoritmer. Det svarar mot forskningsomradet
”automated theorem proving”. Datoriserade 16sningsmetoder
ar sillan effektiva, ty total genomsokning av alla mojligheter
ar en lingsam metod dven med superdatorer. Denna kunskap
kraver fantasi, och representerar den manskliga hjarnans for-
mdga till framgangsrikt icke-algoritmiskt tinkande.
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2. Matematiskans grammatik (pd matematiskanivd). Denna kun-

skap dr den lingvistiska kunskapen att kunna anvinda mate-
matiskans regler korrekt. Det 4r matematiskans grammatik,
dar vi bortser fran inneborderna. Denna dr som namnts tidigare
i hog grad outtalad, kraver inte fantasi, och ar datorpro-
grammerbar. Vissa regler ar rena skrivkonventioner, andra ar
sanningar som anvands som grammatiska regler.

3. Formlernas inneborder (kunskap “under” matematiskan). Har

finns matematikens ursprungliga och nya tillimpningar, som
ar explicit kunskap. Men har finns ocksa inneborder i mer ome-
delbar, personlig och metaforisk mening, som de matematik-
aktivas bilder och associationer (se de mojliga definitionerna av
inneborden av ”mossa” ovan). Denna typ av inneborder ar ofta
tyst kunskap pd grund av att matematikverksamhet inte si ofta
verbaliseras. Den kan ge analogier och forslag till kalkylmetod-
kunskapen.

Har ar exempel pa kunskaper av dessa tre typer angdende sifferrakning:

\S]
\®]

1. Over matematiskan (hur regler kan anvindas). Betrakta addi-

tionerna2 +7=9,1+8=90ch 12 -3 =9. Att ”rikna ut en
addition” dr att skriva den som ett enda tal, utan ndgot plus-
tecken. Varfor? For det dr oftast det enklaste skrivsittet. Pa
en linjal, exempelvis, stir det ”9” och inte ”2 + 77, s4 har ar
givetvis ”9” mer praktiskt. Alla dessa exempel, 2 + 7, 1 + 8,
12 — 3 och 9 ir emellertid olika sitt att skriva samma tal.
Ibland kan man iven behova arbeta at andra hallet (frdn 9
till 12 — 3). Eftersom det 4r samma tal har man faktiskt stor
frihet, aven om det kanske inte kanns sd eftersom den uppgift
som stills nistan alltid ar att rikna 3t ena hallet.

2. Pd matematiskanivd (regler). En addition kraver tva tal, pa var

sida av ”+”, det dr en sa kallad bindr operation. Vi kan ha
vilka tal som helst pd 6mse sidor. Hela additionen (tva tal pa
omse sidor om ”+”) kan behandlas som ett enda tal aven innan
det ar utraknat, det ar exempelvis tillatet att dividera med en
addition (1/9 och 1/(6 + 3) ar lika tillitna). P4 samma satt ar
3 + (4 + 7) en addition, de ingdende talen kan sjilva vara addi-
tioner. En parentes betyder endast att berdkningar inom paren-
tes ska utforas innan vidare berakningar.

Aven likhetstecknet 4r en binir operation. Likhetstecknet
med sina omgivande tal eller additioner ar inte ett nytt tal,
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utan ett pastdende, som har ett av tva varden: sant eller falskt.
Vanligen arbetar vi med sanna pastdenden, vilket, till skillnad
fran addition, inte tilldter vilka kombinationer av tal som helst
till hoger och vinster.

3. Under matematiskan (tillimpningar, metaforer). Additioner har
tillimpningar 6verallt. Om man spelar fia med tvd tarningar
far man ofta addera mindre tal. Man behover addition for att
berikna antalet sittplatser om en klass och alla klassens larare
ska dta middag tillsammans, eller hur manga Volvobilar som
finns i lager i Sverige just nu, om man kanner till antalet bilar i
varje lager. Tiokamraterna ar tal som tillsammans har summan
tio. P4 samma sitt ar 41 och 59 hundrakamrater.

Denna indelning i kunskapsformer utgar fran det tydligaste och mest
specificierbara i matematiken: dess symbolsprak. Detta ar viktigt for
en stabil och vildefinierad karaktarisering. Det finns flera typer av
matematisk kunskap dn dessa tre (se dven Ernest 1999). En av mycket
fa bocker som fokuserar den forsta typen av kunskap dar George Polyas
bok How to Solve It (Pélya 1957). Den har blivit en klassiker.

4. Matematisk kommunikation
mellan manniskor

Klassrumskommunikation i matematik

Madeleine Lowing skriver i den avslutande diskussionen i sin mate-
matikdidaktiska avhandling (Lowing 2004) under rubriken ”Impli-
kationer for lararutbildning och fortbildning”:

Under de observerade lektionerna visade sig lirarna ha stora
problem med att na eleverna med sina forklaringar. De flesta
av dem saknade ett sprak med vars hjilp de kunde presentera
ett innehall utgdende fran elevernas individuella behov och
forméga att lara. [...] Det giller d& inte bara anvandandet
av ett korrekt och for eleverna uppfattbart sprak. Det giller
i lika hog grad att kunna ta elevers perspektiv och strukturera
sina forklaringar pa ett for eleverna logiskt sitt, att kunna
ga fran det konkreta till det abstrakta. Men inte heller detta
racker. Larare maste ta ett storre ansvar for elevernas sprak-
utveckling (Lowing 2004, s 270).

Tydligare kan det knappast sigas att dven i matematik handlar under-
visning om moten mellan manniskor: om formagan att ta en annan

23
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manniskas perspektiv. (Respekt for manniskor kan emellertid ocksa
innebdra att ldta bli att ta pa sig en annan minniskas perspektiv i vissa
avseenden, till exempel om det giller fragor som ar for langt fran yr-
kesrollen eller amnet.) I matematik ar spraklig medvetenhet sarskilt
viktig for kommunikationen eftersom modersmalet, manniskors framsta
kommunikations- och tankemedel, dr satt pd undantag. Det ar place-
rat dar av matematiskans oreflekterade dominans.

I Alr6 och Skovsmose (2004) beskrivs olika typer av dialogiska
aktiviteter i ett matematikklassrum, och dess kvaliteter.

Det matematiska rollspelet — klassrumsformen

Ett framtridande tema i den polske forfattaren Witold Gombrowicz’
forfattarskap ar Formen. Nar manniskor mots kanner vi oss tvingade
att upptriada pa ett visst sitt, vi kdnner en Form, (ett odverblickbart
system av forvantningar?) som tvingar sig pa oss. Formen existerar
mellan oss. Vi kimpar mot den och forsoker frigora oss fran den,
men vi skapar oundvikligen ny form. Gombrowicz’ ((medvetet) pro-
blematiska) stridsrop ar: Autenticitet! Finns det ndgot som inte ar
forstallning? Lat oss prova att underminera orden med ord, sd kanske
vi bakom briten och dammet kan skonja Nagot Annat.

Nar matematik stdr pa schemat galler en mycket speciell klass-
rumsform. Hur bér man upptrada? Vilka fragor kan man stilla? Hur
ska man forsoka tanka? Det ar naturligt att forsoka absorbera det
matematiska rollspelet, for att kunna uppfylla det. For att kunna
gora erforderliga kalkyler och emotta bekraftning pa det. For manga
kanske detta 4r matematiken.

De matematiska forvintningarna kan upplevas som monu-
mentala. Hur kan jag, en elev, stilla fragor som tycks ifragasitta halva
kulturen och tusentals mattesnillen under flera hundra ar? Det ar svart
med sjilvstindigt tinkande i matematiken. En helt annan situation
uppstar for eleven om vi ldrare dr fracka och tilliter oss att ifragasitta
och kommentera matematiska sanningar. Att bryta rollspelet, att bejaka
de fragor som elever stiller till sina kompisar eller till vaktmastaren.
Autenticitet! Lararen kanske av elever upplevs som rollspelets framste
overvakare, snarare an kunskapens.

Matematiker anser att matematiken i hogsta grad ar provbar kun-
skap, medan elever kanske forvaxlar en viss typ av skolbeteende med
att behirska matematik. Matematiker underskattar ofta de ar av tri-
ning som alla maste genomga for att 6verhuvudtaget kunna tolka
matematiska uttryck, och kunna stélla frigor som har nigon mening i
denna kultur. Matematiken lever och fungerar i en hogst speciell praxis,
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som kraver mycket skolning for att man ska bli tillhorig (se Johannessen
1999 och Wittgenstein 1956).

Metaforisk matematik

Om ldraren bryter rollspelet dd kan effekten (befrielsen?) bli desto
kraftigare. Det kan ge en filosofisk diskussion i matematikklasserna,
pa alla tre nivderna av kunskap. Matematiken upplevs aldrig sa hall-
bar som nir den visar sig tala ifragasittande och beskjutning fran
manga skilda hall. Orimliga forvantningar pd matematiken kan ocksa
avskrivas, men forst nar de verbaliserats. I artikeln ”Matematik som
filosofiamne” (Lennerstad 2004) diskuteras sddana filosofiska moj-
ligheter. Den ger ocksa en lang informell beskrivning av derivatabe-
greppet, pa en fraga viackt av Marie Tangdén och Sara Wallner. 1
Tangdén och Wallner (2003) efterlyste de mer dn en kortfattad for-
mell beskrivning av detta begrepp, vilket dr en mager utgdngspunkt
for elevers reflekterande.

En matematikkarta ar en global matematisk metafor. Matema-
tiska begrepp ger namn till floder, hav, sjoar, berg, linder och stider,
pa sdtt som kartritarna anser svarar mot begreppens sammanhang (se
Lennerstad & Larsson 2003, Lennerstad & Selander 2004). Det visar
sig att den vanliga klassrumsformen ar som bortblast sd fort elever
intresserat sig for denna kartritningsmojlighet. Det blir mojligt for
elever att uttrycka ar av raknande, att formulera betydelser av vad
man liange sysslat med. Manga elever uppskattade de skilda asikter
om sammanhangen som visade sig, och processen att ena sig i en
gemensam karta. Titeln pa den forsta delen av verket (Davis & Hersh
1995) ar mycket riktigt "Det matematiska landskapet”.

Matematikers dialoger har ofta informell och ifragasittande karak-
tar. Inte sallan missbrukas notationen, tillfalligt. Matematiska dialoger i
skolan kan sannolikt minska klyftan mellan skolkultur och forsknings-
kultur. T en rapport av Mats Martinsson och Inger Wistedt (1994) finns
ett lysande exempel dir 11-dringar fran sina utgdngspunkter med liv och
lust engagerar sig i forskningslika matematiska dialoger om en oandlig
decimalutveckling. Ett vanligt utrop var "Har fick man verkligen
tanka!”, kanske i motsats till de vanliga matematiklektionerna. Detta
kan tolkas som en implicit definition av ordet ”tinka”, nimligen av
upplevelsen att man sjalv har frihet att soka vagar att nd malet. I denna
tolkning dr foljandet av en i forvig preparerad rutt av tankar kanske en
mental aktivitet, men inte tinkande. For att rubriceras som “tinkande”
tycks barnen krava ett visst matt av egen frihet och valmojlighet, sjalvbe-
stammande, personlig narvaro och ansvar.

[\
“
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Ar spraklig medvetenhet dnnu en palaga pa lirarna? Annu ett
krav som redan 6verbelastade larare bor ta hiansyn till? Kanske, men
ett krav som kan tolkas som ett anti-krav. Den tidigare mycket cen-
traliserade skolan med dterkommande pedagogiska reformer har tra-
nat lararen att se sig sjalv som ett verktyg for pedagogiska idéer, och
kanske i hog grad tona ner egna idéer. Pdlagan ar i sa fall att minska
palagorna. Autenticitet!

Matematikens problem: instingdheten i matematiskan

Om man sitter likhetstecken mellan matematik och formelmanipula-
tion 4r matematik en hogst speciell och tamligen isolerad vetenskap.

Om man ser matematik som betydligt mer d4n formelmanipula-
tion sd ar matematik fortfarande en hogst speciell vetenskap. Men da
framtrader de intima kopplingarna till snart sagt alla andra veten-
skaper. Till naturvetenskap (matematikens inspirationskallor), till
sprakvetenskap (formelsprikets centrala och sjalvstindiga roll), till
konst och musik (metaforiskt problemlosningstankande), till psyko-
logi (sjalvkinsla i det egna tinkandet, hur tinker jag egentligen?), till
filosofi och vetenskaplig argumentation (vilka argument kan vi lita
pd, och varfor kan man det?), till demokrati och samhallskunskap
(kan jag respektera andras “felaktiga” asikter i matematik, om jag
vet?). Det ar karaktiristiskt for fria dialoger om matematik att de
overskrider matematikens traditionella granser. | Mouwitz (2004) ges
manga perspektiv pa vad bildning kan betyda i matematiksamman-
hang, inte minst i form av dialoger som fria samtal.

Hair finns matematikens hopp for framtiden. Lirare och elever
som vagar forsoka formulera sig sjdlva. Nar man gor det bryts mate-
matikens instangdhet i det egna fenomenala och forforiska symbol-
spraket — matematiskan.

Brist pa spraklighet avspeglar en icke-kommunikativ
vetenskapssyn

Bristen pa spraklighet reflekterar en kvarvarande grundsyn pa veten-
skap som inte primirt handlande om kommunikation, utan om
Sanning. I detta icke-kommunikativa perspektiv dr vetenskapen inte
vad manniskor kan enas om, finna gemensamt, utan vad som ar sant,
oberoende av det mesta. Giarna dven oberoende av manskligheten,
trots att det dr vi och inga andra som formulerat den, enligt vara
synsatt, traditioner och fattningsformagor. I denna tradition ar en
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vetenskaplig text inte en tinkt kommunikation, ett forsok att
kommunicera idéer och uttommande argumentationer till andra som
sanning alternativt forslag till sanning. Den ar gjord for en ensam
lasare att inhdmta Sanningen.

Det ar ett tilltal som tenderar att degradera ldsaren. Att fixera
denne som lyssnare, och inte som provare. Vetenskapen, med sina
undantagslosa naturlagar, har fortfarande drag av sin historiske fore-
gangare och inspirator, den allsmiktige guden. Vetenskapsman spelar
reflexmaissigt rollen som Sanningens osynliga uttolkare. Reflexmas-
sigt, ty den anonyme forfattaren dr de facto en del av dagens veten-
skapskultur, och kultur liksom sprak kan vi bara bli medvetna om i
patrangande kontrast till ndgot annat.

Not

1. I ménga andra sprdk an svenskan anvinds olika termer for att beteckna
olika typer av riknande. Att “rdkna fram summan” benamns till exempel pa
danska for ”rejne”, medan att “rakna pé fingrarna” benamns “telle”.
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