Hakan Lennerstad

Falta tarningarnal

Att sld en vanlig, sexsidig térning ar val skolmatematikens allra vanligaste
exempel pa tilldmpad sannolikhet, liksom att sla tva eller tre. Om man tittar
narmare pd det sa dyker en operation upp som dr viktig i pd manga hall
matematiken: att falta. Den gor det ganska latt att rdkna ut sannolikheterna.
Men vad dr da att falta?

tirningar? Det dr bara att falta tirningarna! Som vi ska se innebir det
att ligga ihop tva serier av mdjligheter, dir den ena forst ska viindas
baklinges och flyttas i sidled.

Om du rullar en vanlig tirning finns det en enda méjlighet att det blir L.
Och en enda att det blir 2. Och sé vidare upp till 6. Det ir noll méjligheter att
det blir 7, eller storre, for det finns inte pa tirningen. Det ir ocksd noll moilig-
heter att det blir O, -1, och sa vidare. Nedanstiende tabell beskriver en vanlig
tarning:
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‘ 7 ill duveta hur stor chans det dr att fa en viss summa om du rullar nagra
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Tva tarningar

Vad hinder di om vi har tva tirningar? Ett siitt att
se det ir med en kvadrat om 6x6 rutor, dir varje
ruta ir en mojlighet, lika sannolik som alla andra.

For att fi veta hur minga sitt summan av
prickar kan bli 5, kan vi ligga ihop ettorna diago-
nalt (blaskuggade rutor i tabellen). Ettorna repre-
senterar 1+4, 2+3, 3+2 och 4+1, si det finns 4
mdjligheter att 4 summan 5. Vi kombinerar alltsi
resultaten 1, 2, 3 och 4 pa den ena tirningen med
resultaten 4,3, 2 och 1 pd den andra, s& pa den andra riknas talen baklinges. Lt
oss nu utfora denna addition. Ligg den ena tirningens resultat baklinges och
skjut den i sidled sa vi far alla méjligheter att fa just 5. Det ser ut s hiir:
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Summan av "produktraden” ir 4. Vi har hir produkterna 1-1=1 om béda ir
mdjligaoch 1-0=0celler 0-0=0 om minst en avdem ir omojlig.
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Detta forfarande, att viinda pa den ena och skjuta den i sidled lagom mycket,
ir grunden i att falta. Gor vi samma sak for alla andra summor in 5 far vi den

hir tabellen f6r summan av prickarna tva tirningar:

tvad tdrningar | 0 |

|8 ]9]

11

antal mojligheter | 0 |

Tre tarmingar

Med tre tirningar bildar alla méjligheter en kub med 6-6-6 platser — d4 dr det
svarare in med tva tirningar att se geometriskt hur manga mojligheter det blir.
For att inte tala om fyra tirningar. Men om vi fortsiitter att falta 4r det litt att
hantera bide tre och fyra och flera tirningar.

Om vi ligger till en tirning till de tva vi hade forut, hur minga sitt finns det
d3 att fa 7, exempelvis? Jo, fér varje moijligt resultat x pa den nya tirningen ir
det antalet mojliga siitt att fa 7—x pa de tva dvriga, som ska liggas ihop. D4 ska
vi alltsé falta en tirning med tva. Vind den tredje baklinges, och skjut i sidled
sd vifar 7 i varje kolonn:
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watamingar |01 ]2]3]4]s5]|6|7]8]9]0]n]n2]3

antalmajligheter [0 [0 1]2]3]4|5]e6|s]|4|3]2][1]0
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Vifar1+2+3+4+5=15mdjligheter att fd 7 med tre tirningar. Om vi fortsitter
att forskjuta den tredje tirningens tabell och riknar ut samtliga mojligheter, sa
far vifoljande beteende for tre tirningar:

tva tarningar

2|3 ]4|s5]e]7]8]o]w0]n]|i2]13]14]5]16]17]18

antalmajligheter | 0 [ 1|3 |6 [10]15]21]25]27|27]25]21|15[10] 6] 3 |1

Fyra tarningar
Och med fyra tirningar da? D4 kan vi forstas falta det resultat vi nyss fick (tre
tirningar) med ytterligare en tirning. For antalet sitt att fa summan S kan vi fa
fran var och en av de sex mojliga resultaten x frin den nya tirningen, om sum-
man av de andra ir S—x. Vi formulerade just en rekursionsformel: antalet sitt
med n tirningar kan vi f4 frin sex fall med n—1 tirningar. Om antalet siitt att 3
Snir visldr n tirningar ir T, sd sa vi att

TS =Th-1,5—-D+-+Tn—-1,5-6).

Men vi kan ocksa ta de fyra tirningarna tvd och tva. Om vi undrar hur minga
sitt vi kan fa 13, till exempel, s& bestims det av antalet sitt att fi summan x pa
de tvi forsta, tillsammans med att fi 13—x med de tv andra. Det blir antalet
sitt for de tvé forsta ginger antalet for de tva andra. For det kan ske pd alla siitt,

i bada tva tirningsparen. Da blir det s hiir:
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tva tdrningar 2131451678910\ MN 12|
T9) 1]2]3]4]s]e|s5]4]3]2]1]
tva tarningar | 121101987 |6|5]4]|3]|2
T(2,13-5) | 1121314516543 |2]1

produkter | 0 | 2 | 6|1
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S4 antalet sitt att fi 13 med fyra tirningar ir 2 (2+6+124+20+30) = 140. Vi kan
alltsé falta T(2,S) med T(2,S) (som bida i sin tur ir faltningar av T(1,S) med
T(1,S)). Eller lika giirna T(1,S) med T(3,S). Bada ir lika med T(4,S).

Sex tarningar

Nu kan vi ganska litt berikna hur manga sitt det finns att f4 20, till exempel
genom ett slag med 6 tirningar, genom att falta T(3,S) med T(3,S).

Vad ar faltning?

Vad ir da faltning (eng: convolution) for nigon mirklig operation som s litt ger
oss antalet méjligheter? Vi har tva folider f(k) och g(k) som ir noll fér negativa .
For S =2 har vi denna forskjutning av g(k):

f(k) | 0 f(0)
9 | a@ | 90 | g0 | o |

gk | 9@ |
produkter| 0 |

S4 ska vi alltsd viinda den ena baklinges (byta k mot —k) och flytta den i sid-
led S steg (byta —k mot S—k). Det ger g(S—k). Summan av produkterna ir da
faltningen:

N
frg($)= fUg(s - k).

[ tabellen tillhtger ir S=0,10ch 2, meniexemplen ovan

var S =5,7 och 1353 vi fick gora betydligt mer riknande. > | f+g0)

Som vi sett i exemplen med tirningarna ir faltningen 0 f(0)g(0)

en ny talfoljd, som bestims av foljderna f(S) och g(S). 1 f(0)g(1) + f(1)g(0)
Den brukar skrivas f+g(S), d4 * ir en etablerad symbol 5 09 + gl + F2)g0)

for denna operation. Man kan visa att faltning 4r asso-
ciativ, distributiv och kommutativ precis som multipli-
kation. For foljder av lingden ett ir faltning samma som multiplikation. Om vi
betecknar T(1,S)"=T(1,S)*...*T(1,S) med n "faktorer” i faltningen, sa giller
da att T(n,S)=T(1,S)™. For varje tirning T (1,S) med sina sex ettor och resten
nollor, falta alla tirningarna! Sannolikheten att fa summan S vid ett slag med n
tirningar ir forstas T'(n,S)/6". Vi kan ocksa se att rekursionsformeln tidigare
ir faltningen av T(1,S) med T(n - 1,S).

Pascals triangel

Nu gor vi ett hopp till ndgot som till en borjan kan tyckas vara ndgot helt annat,
till Pascals triangel som startar med bara nollor och en etta och dir andra raden
kommer frin 0+ 0 eller 1+ 0 i raden ovanfor.
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Denna enkla regel visar sig ge koefficienterna i utvecklingen (a+5)"- det ir
talen i triangeln pa en viss rad. Men lat oss nu gdra nidstan samma sak, men
addera de sex talen niirmast ovanfor, i stillet for tvé tal. D3 blir forsta steget

0fofofo]
oflofofa|r]|1|1]1]1]1]1]o]o

Den feta ettan i andra raden iir summan av de sex feta nirmast ovanfor, tre till
vinster och tre till hoger, fem nollor och en etta. Fortsitter vi si, men utan att
skriva ut nollorna, sa far vi foljande triangel:

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1

Denna variant av Pascals triangel ger samma tal som de vi riiknade ut i bérjan
av artikeln. Det dr samma rikningar som vi dd gjorde, uppskrivna pa ett nagot
annorlunda siitt. Nista rad i Pascals vanliga triangel kan man alltsi ocksa se som
en faltning av foregiende rad med rad tv4, sekvensen {1,1} med bara tvi ettor—
nimligen att addera tv tal.

Det finns en generalisering av binomialkoefficient som kallas multinomial-
koefficient, men det iir inte samma generalisering som den hiir. Det ir ett annat
begrepp. For vad vi riknat med hir finns beteckningen (j, ), (Andrews 1990),
dir m ir antalet tal som ska adderas. Pascals triangel ges av m = 2, och den nya
triangeln ovan visar talen( P for nupp till 3 (sista raden). Det finns dock inget
etablerat namn for dessa tal, vilket ir ett problem eftersom det ir en sa natur-
lig generalisering. Jag foreslar binomionkoefficient-, med indelsen ”-on” som pa
franska betyder "stor” — lite storre in binomial (som ocksa tilliter "multinomi-
onkoefficient”). Saledes anger talet k) hur ménga sitt man kan fi summan
k+n genom att rulla n stycken m-sidiga tirningar. Sannolikheten att fa sum-

-n
man s ir da (S_n)mm .

Talen i en Pascaltriangel dar man summerar tre tal kallas trinomialtal. Men
ordet trinomial férekommer tyvarr i tva olika betydelser.:
Trinomial (betydelse i denna artikel, som istallet kunde kallas "trinomion"):
en.wikipedia.org/wiki/Trinomial_triangle.
Trinomial, den vanligare betydelsen:
en.wikipedia.org/wiki/Trinomial _coefficient.
Med min terminologi s& har vi ovan sett en triangel med 6-nomiontal.
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