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Inledning

En av de mest allmint kéinda matematiska formlerna ar 16sningarna till andragradsekvationen

P px+q = 0. Dessa kan ju via kvadratkomplettering skrivas
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Avsikten i denna artikel &r att titta p& hur 16sningarna x, och x, beter sig som funktioner av de

reella koefficienterna p och ¢g. Kan man genom att titta pa p och ¢ direkt avgéra om 16sning-
arna ar reella? Heltal? Hur mycket dndrar sig virdena pa x; och x, om man rubbar p och ¢? Vi

kommer bland annat att finna en speciell geometrisk form, en viss hyperbolisk paraboloid, som
representerar alla andragradsekvationer tillsammans med dess 1dsningar.

Vi ska alltsd syna de tvd funktionerna

x,(pq) = —§+ pz—q

och

2
) = -8 [ g

nirmare i sdmmarna, med variablerna p och gq.

Indelning av pg-planet

Vi kommer bara att vara intresserade av reella 16sningar x; och x,. Ddrmed far det som stir
under rottecknet inte vara negativt: vi har villkoret

2
2 -q=0.

4
Geometriskt betyder detta nedanfor parabeln ¢ = pz/ 4 1 pg-planet. Dubbelrot har vi da rot-

tecknet ar noll, detta intréffar sdledes pa parabeln. Kvantiteten p2 —4q kallas ibland diskrimi-
nant. Séarskilt 1 Storbritannien brukar man ofta undersoka diskriminantens tecken 1 samband



med l6sning av andragradsekvationer. Vi sammanfattar detta i en (mycket trivial) sats och i en
figur 1 pg-planet.

Sats 1(Indelning av pq-planet): Antag att p och q dr reella tal. Da har andragradsekvationen
X +px+q = 0 losningar enligt ett av foljande tre fall:

1. q> p2/4: tvd olika komplexa rotter
2. q= p2/4: en dubbelrot
3. q < p2/4: tvd olika reella rotter.

komplexa rotter

q= p2/4

dubbelrot

tva olika reella rotter
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Figur 1. Indelning av pg-planet i omréden efter ldsningarnas (rdtternas) typ.

Den forsta fragan i1 inledningen kan vi genast svara pa med en blick i denna figur. Om ¢ dr
negativ har vi alltid tva reella 16sningar. Om ¢ &r positiv har vi komplexa Idsningar om p &r noll
eller nédra noll, men olika reella om p &r ett stort positivt eller stort negativt tal.

Samma sak i formelsprak: vi har tva reella lsningar om ¢ < p*/4. S& om g ér negativ ir olikhe-
ten alltid uppfylld. Om ¢ é&r positiv dr den uppfylld bara om p ar langt fran noll, ndmligen om

p>2.q eller p<-2.q.
Nivakurvor for x;(p, q) och x,(p, q)

Vi kan givetvis rita upp de tvd ytorna x,(p,q) = —p/2+ A/p2/4 —q och x,(p,q) =
2 O e . . . o
—p/2—Ap~/4—q ,som alltsd ér definierade 1 punkter (p, g) sdder om (och pa) kurvan g =

p2/4. Lat oss gora det genom att rita upp nivakurvor.
Att vi har dubbelrot pa g = p2/4 betyder att x,(p, g) = x,(p, q) om p och g uppfyller denna

relation. Vi vet darfor i forvig att ytorna skér varandra endast i ytterkanten g = p2/4 av defini-



tionsméngden. Hur ser nivakurvorna ut, och hur sker dessa skérningar?

Vi ska visa foljande:

Sats 2: Nivikurvorna x,(p,q) = C och x,(p,q) = C dr rita linjen ¢ = - Cp - C?, vilken

tangerar p2/4 - q =0 i punkten (-2C, C?). Delen av tangenten till héger om tangeringspunkten,
Jor p 2 -2C, dr nivdkurva till x,(p, q), och delen till vinster, p < —2C, dr nivdkurva till

xz(p, Q)

En nivékurva ér bestimd av x, ,(p,g) = C, man hoppas forstas att p eller g kan 16sas ut ur

ekvationen. Har farvi —p/2 £+ 4/ pz/ 4 —q = C.Detta ger

tAp°/4—q = C+p/2.

Nir vi kvadrerar far vi samma ekvation for x,(p,q) = C och x,(p,q) = C:

p/h—q = (C+p/2y
som ger
q = —Cp—Cz.

Kvadreringen kriver kontroll av att vi fick riktiga rotter. Inséttning i x,(p, q) = C ger

x,(p, Cp—Cz) = —p/2+«/p2/4—(—Cp—C2) = —p/2+|C+p/2|
som verkligen dar C bara da p > -2C. Pa éaterstoden av den rdta linjen far vi
x,(p,q) = —C—p. Péa analogt sitt blir x,(p,q) = C om p < —2C, annars
X,(p,q) = —C—p . De tva funktionerna ar alltsd pd denna rita linje styckevis linjira och

inte deriverbara i punkten (p, p2/4).
Berdkning av skdrningen mellan ¢ = —Cp — C* och q = pz/ 4 ger en ny andragradsekva-
tion: p2 +4Cp + 4C* = 0. Denna har dubbelroten q = -2C. I denna punkt, (-2C, C?), har

q = pz/ 4 lutningen -C, vilket &r samma lutning som hos nivékurvan ¢ = —Cp — C*. Dir-
med &r nivdkurvan en tangent. Sats 2 dr bevisad.

Sammantaget pd svenska: nivikurvorna for x| och x, &r réta linjer som tangerar dubbelrotspa-
rabeln. Réta linjen till hoger om tangeringspunkten &r nivakurva till x;, delen till vénster dr
nivékurva till x,. Vi visste innan att nivdkurvorna maste skéra varandra pa dubbelrotsparabeln.
Nu vet vi att det sker i form av réta halvlinjer som mots “frontalt”.



x1=-2

Figur 2. Nivadkurvorna for x,(p, ¢) (heldragna) och x,(p, q) (streckade) ar réta
halvlinjer som mots frontalt.

En biprodukt fran kalkylen ar att funktionerna x,(p, q¢) och x,(p, g) inte ér deriverbara pa

parabeln. Aven som komplexa funktioner i hela pg-planet kommer funktionerna saledes att
vara kontinuerliga men inte differentierbara. Dubbelrotsparabeln &r en verklig gréns for funk-
tionernas regularitet.

Vi kan ocksé notera att

lim x,(p,g) = lim (—p/2+p°/4—q) = 0,

p—o>® p—>©

och pd samma sitt lim x,(p, q) = 0,1béda fallen for godtyckligt konstant g. Funktionerna
p—>—®©

gar mot plus respektive minus odndligheten at andra hallet. Ytorna ér inte symmetriska runt g-
axeln - bada “lutar nerat hoger”.



Heltalslosningar

Om xoch x, dr 16sningar till P px+q = 0,sdharviju
X Aprtg = (x-x)(x-x,) = 0,
multiplikation av parenteserna och identifikation av koefficienter ger
P =X —X,
g = X{X,.

Detta ar en annan utgdngspunkt som kan anvindas for att berdkna nivakurvorna. Vi kan ocksa
anvinda den for att bestimma de koefficienter som ger heltalslosningar. Skidrningarna mellan

x,(p,q) = n och x,(p,q) = m omn ochm idr heltal sker givetvis i de punkter (p, q)
som ges av

Detta dr nog enklaste séttet att generera alla koefficienter p och g som ger heltalslosningar.
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Figur 3. Skdrningarna mellan nivkurvorna x(p, q) = heltal och x,(p, q) = heltal
ger alla koefficienter (p, ¢) sé att andragradsekvationen har heltalslosningar.



Losningarna som variabeltransformation
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Vi kan ocksa betrakta

och
__p _p
EIE R PR
som en variabeltranformation, vars inverstransformation ar:
q = 'x]x25
och med Jacobianen (lokala ytforstoringen)
9,90
Ox, Ox -1 =1
9,9 Xy %
0x, 7 6x2q

Jacobianen dr noll (urartar) endast pa linjen x; = x, (dubbelrot!). S& som vi valt x; och x, dr det

klart att x,—x, = 24/ pz/ 4—q =0, saledes: x; = x,. Omradet under dubbelrotsparabeln i pg-
planet avbildas darfor till omrédet under linjen x; = x,. Jacobianen &r hir negativ. En sluten

kurva som ligger i detta omrdde kommer att efter transformation (punkt f6r punkt) till pg-pla-
net fortfarande att vara en sluten kurva (pa grund av avbildningens kontinuitet), men som
genomldpes 1 motsatt riktning (pd grund av att Jacobianen dr negativ).

Nivaytorna p(x;,x,) = C och ¢(x;,x,) = C 1 detta omrade blir tydligen rita linjer res-
pektive hyperbler.

Losningarna som en yta

Vi har tva funktionsytor som moter varandra i ytterkanten - de tva ytorna méste utgora en sam-
, . o / 2 2
manhidngande yta. Likt de tvd ytorna z;(x,y) = 4l—-x —3»" och z,(x,y) =

= —A1- o y2 som &r tva halvklot, men som givetvis tillsammans bildar en hel sfér. En sfar

utan skarv. Uppdelningen dr bara bokforingsteknisk, den svarar inte mot nagon geometrisk
egenskap.

Vi far inte ndgon skarv i vart fall heller om vi dndrar vér bokforing till att anvdnda x och p som
variabler. Funktionen ¢(x, p) blir da

2
q(x,p) = —x —xp..

alltsa ett andragradspolynom i variablerna x och p. For varje fixt p har vi en nedatvénd parabel
1 x, for varje fixt x en rdt linje i p. Om vi tittar pd ytan/ytorna fran g-axeln, norrifrén i Figur 2,
kommer vi dirfor att fi en enda funktionsyta. Liksom alla polynom uppvisar den inte ndgra



synliga skarvar: det finns hur manga derivator som helst i alla punkter.

Denna geometriska form, vilken representerar alla andragradsekvationer och deras 16sningar,
ar en hyperbolisk paraboloid. Som vi sett ligger den inte helt symmetriskt i p,g-planet. Vi ska
hérnist berdkna exakt hur den dr orienterad.

Vi har fatt en kvadratisk form

2 -1 _%
q(x,p) = —x —xp = (x p) {x]=(x p)A(x],
1 o |VP p
2
dér matrisen A4 har egenvérdena
o= -t L

2° N
Det finns dé en bas yq, y, dér den kvadratiska formen kan skrivas 1 diagonaliserad form:

gy, yy) = (% —Qyj—(% + %}yz

Koefficienten framfor y; dr positiv, medan koefficienten framfor y, dr negativ. I skdrningen
med y, = 0 har vi alltsd en uppatvind parabel, i skirningen med y; = 0 har vi en nedatvind.
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Figur 3. Négra nivakurvor for g(x, p), med karaktéristiska riktningar.

En hyperbolisk paraboloid har alltid en sadelpunkt i origo. Andragradsekvationens paraboloid



ar forskjuten nagot och sammanpressad jamfort med den “kanoniska” hyperboliska parabolo-

iden (med koefficienter 1 och -1): ¢ = ylz - y22. Egenvektorer till 4 visar sig vara (1, -1-./2)

och (1+./2, 1). Den relativa sammanpressningen kan mitas som kvoten mellan det till belop-

pet storsta och minsta egenvérdet, som ar (—1/2 — 1/2)/(=1/2+1/J2) =-3-2.2~ -
5.83.

Séledes ér planet y; = 0, med normalen (x, p, g) = (1+./2, 1, 0), ett symmetriplan for parabolo-
iden (liksom y, = 0), detta syns bland annat i figuren. Spegling i detta plan betyder teckenbyte
pa y,, som enligt var diagonalisering inte dndrar vérdet pa ¢g. Detta dr planet

(1+ﬁ)x+p =0

som ger

X =- D.
1+ .2
A andra sidan méste vil x = -p/2 ligga mittemellan, eftersom

XI,Z@,Q) = _gi %_Q-~

Skarningskurvan (-p/2, p, p2/4) mellan de tva funktionerna x,(p, ¢) och x,(p, q) ligger ju 1

detta plan.
Det ar klart att vi har “mittemellan” i tva olika betydelser - vi speglar i olika riktningar. Ytan

forandras inte vid ortogonal spegling i planet x = —p/(1+ ./2) . Speglar vi x,(p, q) 1planet
x = -p/2 ortogonalt mot pg-planet fir vi x,(p, q) - dven hér dr ytan oférdndrad. For ovrigt dr
inte bara ortogonala speglingar linjéra.

Vi kan sammanfatta dessa observationer som en sats om andragradsekvationerna som en yta:

Sats 3: Ytan q(x,p) = i —Xxp dr en hyperbolisk paraboloid. Det dr ocksd en kvadratisk
form med matrisen

1
1 =

A = 2
1
_EO

som har egenvektorer (1, -1-2) och (1+ 2, 1) svarande mot egenvdrdena —1/2 — 1/.2
respektive —1/2+ 1/ 2 . Ytan dr invariant vid ortogonal spegling i planet .

x=—(1/(1+2)p..



Andragradsekvationen som en nildyna

Man sdga att varje rit linje 1 xpg-rummet som &r parallel med x-axeln svarar mot en andra-

gradsekvation pd det viset att varje par (p, g) svarar mot ekvationen X+ px+gq = 0. Nagra
sadana rita linjer tillsammans med g(x, p) visas i foljande figur. Hér ar varje ekvatiion som en
nal som sitter 1 en ndldyna - skdrningen med néldynan ar ekvationens 16sningar.

X +5x+4=0

Figur 4. Grafen for g(x, p), med nigra andragradsekvationer och dess 16sningar
(skdrningar med paraboloiden). Figurens bottenplan innehéller nagra nivkurvor
for g(x, p), vilka béttre kan studeras i Figur 3.

Om en linje som svarar mot X px+q = 0 inte skir den hyperboliska paraboloiden sd har
ekvationen ingen reell 16sning. Om det finns skdrningar sa ges 16sningarna av skirningspunk-
ternas x-koordinater. Dubbelrot innebér 1 denna geometriska tolkning att linjen tangerar para-
boloiden - det finns bara en skédrningspunkt.

Generaliseringar

P& analogt sitt definierar givetvis tredjegradsekvationen O px2 +gx+r = 0 en sirskild

geometrisk méngd 1 ett fyrdimensionellt rum (R4). Denna kan man betrakta visuellt som en
“rorlig” tredimensionell figur - en tredimensionell skidrning som med konstant hastighet paral-

lelforflyttar sig i R*. Vi byter da ut den fjarde rumsdimensionen mot tiden. I detta rum ar vi
som blinda som maste treva oss fram. Dock kan ju blinda inte sédllan skaffa sig en ganska bra



uppfattning om rummet...

Detta att betrakta miangden av 16sningar som ett geometriskt objekt dr en generell matematisk
metod. Enklaste exemplet péd detta dr kanske 16sningarna till ett linjart ekvationssystem. Finns
det en 16sning kan man se den som en punkt i rummet - ett geometriskt objekt. Finns det manga
16sningar s bildar de alltid en rét linje eller plan (eller mdngd av hogre dimension). Ett annat
exempel dr l0sningarna till linjira homogena differentialekvationer, dir ldsningarna utgor ett
linjért rum. Hér byggs rummet inte upp av vektorer som det vanliga rummet, utan av funktio-
ner. Sidana rum kan man inte visualisera pa ndgot enkelt sétt. Manga sadana abstrakta rum har
odndligt antal dimensioner. Andé fungerar en geometrisk terminologi - detta gor att dessa rum
ar hanterbara fast man inte kan forestilla sig dem visuellt.

Ett linjart rum &r 1 sin tur ett specialfall av ett begrepp kallat mangfald. Detta dr en differentia-
bel méngfald om “ytan” lokalt dr differentiabel (saknar “skarpa veck”). Detta géller for den
hyperboliska paraboloiden som vi fick fran andragradsekvationen - det &r en méngfald. Det
giller ocksé for minga andra mindre elementira fall, bland annat for 16sningsmangderna till de
flesta differentialekvationer som &r centrala 1 fysik, kemi och biologi.
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