HAKAN LENNERSTAD

Matematik som filosofiamne

Artikeln dir en reflektion kring derivatabegreppet, i ett forsok
att besvara Marie Tcingdén och Sara Wallners énskan om
matematisk verbalisering, uttryckt i Elever skriver om
matematik (Nr 4. 2003). Forfattaren reflekterar dven
kring vilken roll matematiska reflektioner kan spela for
olika sorters matematiskt meningsskapande.

Egen reflektion och
meningsbildning

Yitre mening — generell

Hur kan elever kinna mening med matemati-
ken? En viktig riktning fér meningen ar att ut-
trycka matematikens tillimpningar, dess an-
vindbarhet f6r olika dandamél. Man kommer
i framtiden att behdva procent for att forstd
allminna val, for att kontrollera extrapriser,
jimfora lanevillkor, liksom forstds i manga
yrken. Detta kan ge mening och en samhil-
lelig inriktning. Man kan se tillimpningarna
som en yttre mening fér matematik.

Inre mening — individuell

Men kanske ir den inre meningen lika vik-
tig. En sddan tar sin utgdngspunkt i elevers
egna reflektioner som uppstir i det egna
matematikarbetet. Om dessa reflektioner
far mojlighet att finna svar och vixa vida-
re kan en positiv personlig relation till ma-
tematiken vixa fram. Sddana reflektioner
ir naturligtvis hogst individuella. De ir en
del av individens upptickande av sig sjilv,
och matematikens inférlivande som ett l4tt-
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anvint eget uttrycksmedel for tankegéngar
och problemlésning. Det ar klart att en yttre
och en inre mening paverkar varandra.

De meningsbildande reflektionerna

Vad krivs da for att s8dana meningar ska
vixa fram? Matematikens riknande ar sa
kraftfullt att meningarna inte hinner med,
meningarna kommer litt pd efterkilken.
Meningarna ir mindre tydliga och vilde-
finierade, mer personliga, diskutabla och
otydliga. Men viktiga! Traditionell matema-
tikbeskrivning tycks ha strukit vad som ir
otydligt, som varande omatematiskt. Dir-
med kanske vi har kastat ut barnet med bad-
vattnet. Minniskor behéver mening i sina
verksamheter. Man kan hivda att riknan-
dets kraft bér matchas med en motsvaran-
de 6ppenhet till fria beskrivningar av mate-
matik med egna ord. Meningar vixer fram
genom elevers och lirares reflektioner. Egna
meningar behdver egna ord.

Elever reflekterar om matematik...

[ artikeln Elever skriver om matematik [2] av
Marie Tingdén och Sara Wallner beskriver
forfattarna hur de later elever skriva reflek-
tioner om matematik — sk reflektionsskri-
vande. Forfattarna dr ldrare i matematik och
svenska. Reflektionsskrivande férekommer i
svenska, men knappast alls i matematik. De
valde att prova metoden i matematik.
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Metoden innebir i korthet att varje elev i
slutet av varje matematiklektion skriver om
sitt matematikarbete ungefir fem minuter
i en sarskild (personlig) bok. Eleverna fick
utdver detta anvinda boken nir de ville.

...men lider brist pa forebilder

Forfattarna beskriver elevernas positiva re-
aktioner pé skrivandet. De beskriver ocksé
att eleverna hade svirt att beskriva matema-
tik, och tar exemplet derivata (se nedan).
De menar att detta ir inte litt for eleverna
eftersom de sd sillan ser vuxna reflektera
dver matematiken.

Forfattarna auskulterade ett flertal mate-
matiklektioner under sin ldrarutbildning.
Karaktiren pi bdde merparten av lektioner-
na och matematikbdckerna beskrivs som att
spraket ar starkt skilt frAn vardagssprak. Det
ir faktaspickat och kortfattat. Sallan skriver
en larare fullstindiga meningar pa tavlan pa
en matematiklektion. Foérfattarna skriver:

Vi anser att om vi ldirare vill att eleverna ska
kunna redogira skriftligt for sina tankegdngar
mdste vi foregd med gott exempel och sjéilva
formulera fullstéindiga tankegdngar. For att
oka forstdelsen for de matematiska begreppen
behéver vi lirare gora en koppling till det
vardagliga spriket. Detta for att eleverna
sjdlva ska vdga anviinda sitt vardagssprik
dven inom matematikdimnet.

Syftet med den artikel som du just nu ldser
ir just att ge forslag pa siddana tankegingar
i forfattarnas exempel: derivata. Samt att
koppla detta till en filosofisk matematik-
aspekt. Matematikverksamhet vicker ofta
filosofiska fragor ur elevers utgdngspunkt.
Vi behover kanske mera filosofisk tradition
i matematiken.

En filosofisk aspekt pa
vardagsspraklighet

Wittgenstein och vardagsspriket

Wittgenstein dr en intressant filosof i detta
perspektiv. Han menade att allt filosoferande
om ett imne méste goras i ett vardagssprak
(se [1] sid. 583). Om det krivs ett special-
sprak ir det inte filosofi. En tolkning av detta
ir att vardagsspraket ir det sprik som ligger

nirmast var meningsupplevelserna finns —
om man ser meningen som levande dven i det
emotionella och i en individuell helhetsbild,
som inte bara dr ord. Vardagsspriket dr nira
griansen till det ordlésa, dir kanske mening-
arna lever. Ett annat argument ir att minnis-
kor kinner storst frihet och uttrycksféormaga
isitt eget vardagssprak.

For Wittgenstein handlade det inte om fi-
losofi for sin egen skull. Han menar att filo-
sofin inte ska uppstilla teorier i form av hy-
poteser. Den ska inte forklara eller bevisa
ndgot. Den ska soka sammanstilla det redan
vilkinda och sjilvklara, men forbisedda, sa
att man inte lingre har vidare anledning att
filosofera. P4 s sitt ar filosofin terapeutisk
och kan jimf6ras med en lyckad behandling
av en sjukdom (se [1] sid. 582) - det filoso-
fiska problemet férsvinner helt.

En brasklapp hir ir att Wittgenstein
tycks se starka begrinsningar i méjligheten
att filosofera med vardagssprék just i mate-
matik. Han menar att i matematik ir "allt
algoritm och inget éir mening”, och "vi kan inte
beskriva matematik, vi kan bara gira den”
Matematiken ir ‘ett maskineri som inte be-
skriver ndgonting, och dess symboler dr som
kulramens kulor” [5]. Ja, nog dr det mindre
niraliggande att med vardagssprak ladda
matematik med mening, in andra imnen.
Matematikens begrepp erbjuder nog en
storre fantasimissig utmaning for att fin-
na triffande bilder och formuleringar med
poetisk kraft, och da en rymligare verkstad.
Nedanstiende forslag angdende derivata ir
ett besok och forsok i metaforverkstaden.

Regler kontra reglers anvindning

Matematiska regler ar mycket tydliga. Witt-
genstein ir kind for sin poing att det inte
pa ndgot regelmissigt sitt gir att tala om
hur en regel ska anvindas. En sddan regel
ger en ny frdga om hur den ska anvindas.
Det dr och forblir otydlig kunskap. Men
utan sddan kunskap ir reglerna, givetvis,
oanvindbara.

Lat oss vara mer konkreta. Antag att
uppgiften ir att forenkla de foljande tre ut-
trycken:

1) Zz—y+x
Z _x
2y
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4x?y —y?
2) 2x +y
y 3
43-v3 3
Det finns ett antal regler som kan anvindas
vid dessa uppgifter. Som distributiva lagen

a(b + ¢) = ab + ac, dven kallad utbrytning
eller att multiplicera in i parenteser,

dubbelbrakférenkling ;b ad

’ be
a.c _ac
produkt av brak 2 A b
forlangnmg/forkortnmg Zz
konjugeringsregeln a’> — b*> = (a—b)(a + b)

samt potenslagar som Va =a"2, a’=1/a

och a’*¢ =atac.

Man vilken ska vi anvinda forst? I vilken
ordning? Nir ir uttrycket som mest forenk-
lat? Hur avgor vi det? Finns det ndgon regel
for det? Nej, knappast. Préova med 1), 2), 3)
ovan. Kan du férklara varfér du gor vad du
gor? Detta dr matematikkultur, som ir svar
att definiera entydigt. Men ind4 avgoérande
for att dstadkomma meningsfulla resultat.
Bockerna antyder ofta inte existensen av
denna kunskap. En elev anar inte att ndgot
fattas, utan tolkar litt detta som sin egen
otillracklighet.

Derivata med vardagssprak

Definition
[ [2] namns f6ljande liroboksbeskrivning av
derivata som typisk:

Det griansvirde som differenskvoten

fla+h) - f(a)
h

nirmar sig dd h gdr mot O kallas derivatan av
funktionen y = f(x) i punkten x = a och kan
tecknas och utlises "f prim a”, dvs

N fla+h)-f(a)
f@=lim, A

Denna beskrivning ir fullt tillricklig om man
redan kan derivata och kinner till hur mate-
matiska symboler fungerar. Vi far vil dock
anta att eleverna inte ir erfarna matematiker.

Vardaglig betydelse — luining

Derivata kan tolkas som lutning. Till exem-
pel lutningen hos en backe. Om man gér
uppfor en backe s kinner man lutningen i
form av svett eller andfaddhet. Ju mer den
lutar (och det dr uppférsbacke), ju svérare.
Men hur ska vi mita hur mycket den lutar?

Kanske i svett? Men da beror det p& vem
som gér, eftersom olika personer ir olika
viltranade. Hur mycket backen lutar borde
ju inte bero pa vem som gar i den.

Men om vi kan mita héjden 6ver havet, s&
kan vi ta forslagsvis tio steg och se hojdskill-
naden. Sig att vi ir 3 meter hdgre dver havet
efter de tio stegen. D4 ir backen brantare dn
om vi vore 2 meter hdgre i alla fall. S vikan i
alla fall anvinda en sddan mitning till att av-
gora vilken backe som ir brantast.

Gar vi tio steg till och backen fortsitter
pa samma sitt, s kommer vi ytterligare 3
meter hogre, totalt 6 meter hogre efter tjugo
steg. Men backens lutning borde vara obe-
roende av hur minga steg vi gr ocksi (den
borde vara oberoende av hur vi gir éverhu-
vudtaget). Om vi dividerar héjdskillnaden
med antalet steg s3 far vi efter tio steg 3/10
och efter tjugo steg 6/20, som dr samma sak!
Béda ir 0,3 eller 3/10.

Detta ar nistan precis definitionen pa
derivata, faktiskt. Som vi strax ska se. Fast vi
forklar den i andra bokstiver.

Problemet dr nu bara steg” Det beror
ju igen pd vem som gir, pd hur linga steg.
Dessutom ska vi helst mita forflyttningen
helt vagritt. Antag att vi ror oss 10 eller 20
meter rakt &t sidan istillet, och d4 kommer
3 eller 6 meter hégre upp. Det betyder att vi
ror oss in i berget, s3 vi far vil ndja oss med
att tinka oss det. D4 dr lutningen 0,33. Det-
ta ar precis derivata! Det blir nu samma sak
vem som idn miter. Om man gir frdn samma
punkt, och i samma riktning ir det backens
lutning, oberoende av mitaren.

Om vi kommer 3 meter ligre d4? Om
det dr en nedférsbacke? Jo da siger vi att
lutningen ir negativ, den dr — 0,33. Om den
ir negativ lutar det nedat i stillet. Mer om
det strax.
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Figurer och formlers mekanism

Det vi gjorde dr precis derivata, for vi kan
gora samma resonemang i en graf till en
funktion f(x). Antag att vi borjar i en punkt
a pé x-axeln. Just hir ir grafens héjd f(a).
Det ir ju si en graf fungerar. Funktionens
virde ar just avstandet till x-axeln. Ar vir-
det negativt ir punkten séder om x-axeln i
stillet.

Antag att vi ror oss 0,21 &t hoger frin a.
D4 hamnar vii punkten a + 0,21. Hir har vi
virdet f(a + 0,21) (for det dr sd funktioner
fungerar!). Hur mycket har virdet dndrats?
Jo fran f(a) till f(a + 0,21). Skillnaden ir
f(a+ 0,21) - f(a). Detta ir hojdindringen.
Om vi gdr h at hoger, i stillet for att gi just
0,21, s8 har vi héjdskillnaden f(a + h) — f(a).

Men vi skulle ju dela med hur mycket vi
rorde oss i sidled. Ja vi rérde oss ju 0,21, fran
atilla+ 0,21, sd vi far

fla+0,21) - f(a)
0,21 '

Eller, om vi inte laser oss till just 0,21, utan
h, som kan vara lite vadsomhelst:

fla+h) - f(a)
7 :

Men vad hinder om lutningen #ndrar sig
mycket nira a? Sig att den blir helt annor-
lunda bara 0,05 frdn a? Sig att funktionen
sticker ivdg, och blir mycket stor. D4 méste
f(a+0,21) vara stort, dven om f(x) fortfaran-
de dr samma frédn a-0,04 (0,04 till vinster
om a) till a+0,04 (0,04 till héger om a).

S4 som vi riknat hittills kommer d& det
stora f(a + 0,21) att paverka berikningen av
lutningen i a.

Men ett annorlunda utseende en bit ifrén
borde inte paverka lutningen justia! For att
fa lutningen i a, och inte nigon annanstans,
l1ater man h bli mindre och mindre, s liten
som mdijligt. D4 kommer den annorlunda
lutningen i 0,05 inte att paverka virdet pa
lutningen i a, s& fort h ar mindre in 0,05.

S8 man later h gd mot noll. D4 far vi lut-
ningen i punkten a, utan stérningar fran
eventuella oroliga grannar. Vi har dirfor
lutningen

f'(a) =lim o fla+h-fa +I’;l)—f(a) )

i punkten a. Med "lim”, som uttalas "limes”,
talar man om att vi ska ha det virde som

man fir om man liter h nirma sig noll
hur mycket som helst (h—0). 1725 bérja-
de Newton anvinda detta ord, "limes”, for
grinsvirden. Ordet ir latin, och betyder
grins mellan linder.

Blir nu uttrycket som stir hir ovan verk-
ligen négot vettigt virde nir vi liter h—~0?
For en del funktioner blir det faktiskt inte
det, men sddana problem struntar viinu. En
sak i taget.

Typiskt exempel.: rdt linje

En rit linje har samma lutning 6verallt. Om
vi skriver den som y = kx + [, s ir k rikt-
ningskoefficienten, som betyder lutningen.
D34 ska dess derivata vara k. Lt oss kontrol-
lera!

Om grafen ir den rita linjen y = kx + [ s
ir kx + [ grafen till f(x) som vi talat om ovan.
Saattf(x) =kx+ [ S&

f(a) = ka + 1, och
fla+h)=k(a+h)+1.

Allts3,

fla+h) -fl@=kla+h) +1-(ka+1)=
{forenkling, bdde ka och [ férsvinner!} = kh.

Sitter vi in att f(a + h) — f(a) helt enkelt
blev kh, s far vi

h h

genom att férkorta bort h.

S4 den rita linjens lutning ir k, detsam-
ma som riktningskoefficienten. Det 4r sam-
ma lutning i alla punkter a, eftersom detta
uttryck (endast "k”) som representerar lut-
ningen i a inte beror pé a. Det férekommer ju
inget a ndgonstans i uttrycket, si dven om a
varierar si dndrar sig inte uttryckets virde!

Oberoende av startpunkt — differens!

Négot som ir bra med differenser ir att man
kan titta pa hur ett virde (f(a + h)) forind-
ras oberoende av var man birjade (i x = a).
Drag bara ifrdn startvirdet (gor — f(a)). Sa
kvoten

Skillnad i y-virden
Skillnad i x-virden
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som talar om hur mycket som hinder med
y-virdena om x-virdena dndras ir, pd mate-
matiskt sprak, kvoten

fla+h)-f(a)
7 :

Kvoten kallas ibland "differenskvot”. Det dr
ju en differens (mellan f(a + h) och f(a)),
och dessutom en kvot (med k). Sedan méste
vi 13ta h g8 mot noll s vi far lutningen just
i a, oberoende av vad grafen gor for andra
svingar i nirheten av a.

Derivata: skrivsditt, generell mening

Kalkylen ger oss lutningen i varenda punkt!
Helt automatiskt, om vi raknar for allmint a.
Lat oss kalla lutningen for f(x) i x = a for
f'(a). Eller, varfér inte, f (x) helt enkelt! Ur-
sikta for bytet av beteckning mellan x och
a hela tiden. Men a brukar anvindas for en
speciell punkt, den vi studerar lutningen i,
medan x dr vilken punkt som helst.

Egentligen spelar det ju ingen roll vilken
bokstav vi anvinder — ovan forsokte jag mar-
kera olika roller for talen genom att anvinda
olika bokstdver. Men jag sa inget om det, det
erkanns!

Vi har allts tva funktioner. Funktionen
f(x) talar om grafens hojd i varje punkt x.
Funktionen f(x) talar om lutningen f6r gra-
fen, i samma punkt, x. S3 lutningen i x = 2,
till exempel, betecknar vi med f'(2). Vi kan
inte rikna ut lutningen i denna punkt for-
rin vi vet vilken funktion f(x) vi har att gora
med. Men vi kan dnd4 skriva upp f'(2), rik-
na med denna symbol (f (2)) och veta vad vi
talar om. S8dan dr matematiken.

Formelrdkningen
— en annorlunda historia

Det vi har sagt betyder att man kan berikna
derivata genom att bara sittain i

fla+h) -f(a)
h

och sedan forsoka lata h—~0. Men nir man
riknar med formlerna s3 dyker nya problem
upp, som ir formelmissiga, och kriver helt
andra sitt att tinka. Det formelmissig mot-
svarar forstds idéerna och lutning som vi
talat om tidigare, men bara p3 ett indirekt
satt.

L4t oss berikna lutningen for en parabel, for
f(x) = x%. For formeln ovan behéver vi da

f(a) = a’, och
fla+h)=(a+h)?=a>+2ah+h.
Vi sitter in och hoppas det gir att forenkla
pa négot sitt. Hur vi kan forenkla, eller om

det gdr, vet vi ju sillan i forvig. Sddan ir
matematiken. Vi far da:

fla+h) -fla) _ (a+h)’-a
h h

Sitter viin h =0 hiar far vi

(a+0)°-a®> _

a’-a?

O ’
hjalp, noll genom noll, absolut otilldtet! Det
gick inte. S& vi méaste férenkla, om det gar,
innan vi sitter in h = 0. Man kan utveckla
kvadraten, kanske...

a’+ 2ah + h*—a?
h

2
# ={nu kan ju ett h forkortas)}

(a+h)?-a
h

={ a? férsvinner!}=

=2a+h.

Nu, efter att vi forkortat ett h, dr det plots-
ligt inga problem alls med att sidtta in h = 0,
det ger bara addition med O (detta ir verkli-
gen magin med matematiska kalkyler!). Det
ger ju 2a + 0, alltsd 2a bara, som ir derivat-
an av f(x) = x% i x = a. Inte lingre noll genom
noll, utan nigot vettigt.

Alltsa: f'(x) = 2x (med ett blixtsnabbt
byte av a mot x!). Kalkylen lyckades den-
na ging (darfér stdr den i bockerna). Det-
ta betyder exempelvis att f'(0) =2 - 0 = 0.
Mycket riktigt har vi vigrit lutning i x = 0.
Varken uppfors- eller nedférsbacke. Detta
ar ju lagsta punkten for f(x) = x2. Det ver-
kar stimma.

Men tyvirr, du #r nistan lurad. For
kalkylen med differenskvoten som vi just
gjorde dr nidstan onddig. Kalkyler dar dif-
ferenskvoten verkligen beriknas gor man
inte ofta. Man brukar berikna derivator
frdn ndgra derivator som man kinner (for
dem behovs differenskvoten!) tillsammans
med deriveringsregler. Reglerna gor att man
dterfor derivatorna pd de redan kinda. Det
ir ett lattare sitt. Det dr grundmetoden
i mdnga matematiska sammanhang. Man
bygger upp nigra verktyg, sen anvinder man
dem hela tiden.
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Vad som ir létt eller svdrt att rikna ut spelar
ju en mycket stor roll, pa alla matematiska
nivéer, men ndmns hogst i forbigdende. Vad
som menas med "litt” dr inte heller latt att
beskriva tydligt — inte p4 ndgot matematiskt
exakt sitt. Fast det dr s viktigt. Sidan ir
matematiken!

Derivata och tangent dir kusiner

Tangenten #r viktig for derivatan. Det ir
den rita linje som gdr genom punkten och
har samma lutning som kurvan, i just denna
punkt, férstds. Betrakta en linje vilken som
helst som gir genom punkten. Hur myck-
et avviker den frin kurvan, om vi ir nira
punkten? Jo, proportionellt mot hur langt
frén punkten vi ir, typiskt (~h). Har vi en
tangent minskar denna avvikelsen snabbare
an proportionellt (~he(h), dir e(h)—~0). (Ty
|(fla + h) — f(a))/h — A| = (h)—~0ir samma
sak som |(f(a + h) — (Ah —f(a))| = he(h) om h
ir positivt, och Ah — f(a) ar tangenten skri-
ven pa lite konstigt sitt (h =x—x).)

Detta ir exklusivt for tangenten — det
giller endast for en tangent. Att det finns en
sddan rit linje (som vi kallar tangent) ar ek-
vivalent med deriverbarhet i punkten. Allts3
med att grinsvirdet av differenskvoten ex-
isterar. Allts3 att det finns en (enda, vildefi-
nierad) lutning i punkten. Existensen av en
tangent dr en geometrisk formulering av de-
riverbarhet.

Om vi tar fram mikroskopet och for-
storar tillrickligt mycket runt punkten, si
kommer kurvan till slut att se ut som en rit
linje. Det ir deriverbarhet i ytterligare en
geometrisk formulering. Och den rita lin-
je man d& ser ir, forstas, tangenten. (I spet-
sen av f(x) = |x| finns det ingen tangent. Och
kurvan ser ut som ett v’ hur mycket vi in
forstorar. Ej deriverbar, i spetsen x = 0.)

Former: monolog — dialog,
muntligt — skriftligt, direkt — indirekt

Den ovanstiende beskrivningen av deri-
vata har ganska mycket vardagssprik som
stonanden, uppdykande kinslointryck och
vedermddor. Detta antyder matematik-
verksamheten, och erbjuder diarfor identi-
fikation.

Kanske argumentationen skulle fungera
bittre skriven som dialog mellan personer,

och inte som en monolog. Den kanske ock-
sd fungerar bittre muntligt dn skriftligt for
mdnga elever. Dessutom ir texten ovan inte
direkt paverkad av verkliga elevers faktiska
funderingar, endast indirekt via mina un-
dervisningserfarenheter.

Elever som konstruerar mening

Matematikkartor

Artikeln Klass 9A:s matematikkarta [3] be-
skriver en méjlighet for elever att ta sig fri-
heter att sjilva formulera matematikens
sammanhang. De 4tta i klass 9A tog detta
tillfalle frén forsta stund. En effekt detta
fick pad deras matematikuppfattning ir att
de sjilva blev varse att de kan ganska mycket
matematik. Artikeln innehéller elevers ver-
baliseringar av matematiska samband och
mening med matematik.

Boken Envariabelanalys med dialoger [4]
(se wwwbth.se/analysmeddialoger) innehaller
en matematikkarta och studentdialoger om
en universitetskurs i matematisk analys. Dia-
logerna fors till stor del i vardagssprak, och ar
separerade fradn den normala framstillningen.

Den dikta och éppna dialogens konst

Jag menar att matematiken kan finna nytt
liv, emotionellt liksom kunskapsmissigt,
nir elever och lirare i ett klassrum kidnner
att de sjilva har ritt att formulera vad mate-
matik dr, och séka i de filosofiska fragor som
normalt dyker upp under matematikverk-
samhet. Minniskor, sm4 och stora, behover
mening med sin verksamhet. Och mening
som upplevelse lika mycket som sanning.
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